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Uvod

Termodynamika a technologické vyuzitie prestupu tepla sa vzajomne inspi-
ruju a posivaji k novym objavom a inovaciam. Ich spolo¢na cesta zazila zlatt
éru v case formulacie termodynamickych zédkonov a rozvoja vyuzivania par-
nych strojov na konci 19. storocia. V sticasnosti, v ¢ase expldzie informacnych
technolégii, maji vyznamni tlohu numerické simulacie rovnic vedenia tepla
a prudenia. Praktické vysledky, ktoré simulacie prinasaji nas presviedcéaju,
ze expertizu v tejto oblasti je potrebné rozvijat u budicich inzinierov v ob-
lasti energetiky, strojarenstva, stavebnictva, elektrotechniky ¢i chemickych
a materidlovych technologii. Tato potreba viedla k vzniku vysokoskolskych
kurzov a ucebnic s nazvami ako je termomechanika a prestup, respektive
prenos tepla.

Rovnomenny predmet vyucujem od roku 2015 v ramci Studijného prog-
ramu Jadrové a fyzikalne inzinierstvo na Fakulte elektrotechniky a infor-
matiky, Slovenskej technickej univerzity v Bratislave. V priebehu rokov som
nadobudol presvedcenie, ze Studentom, ktorych cielom je vediet spocitat pre-
stup tepla v inzinierskych tilohach, chybaju znalosti termodynamiky potrebné
na porozumenie rovnic opisujucich prestup tepla, a teda aj hranic ich pou-
zitelnosti. Tiez som si vsimol, Ze dostupné ucebnice termomechaniky ¢i pre-
stupu tepla (ucebnice [16-20] v zozname literatiiry) sa nevelmi venuji otazke,
odkial sa vzali rovnice, ktoré riesime. Ich hlavnym cielom su praktické po-
stupy a vztahy. Na druhej strane, ucebnice termodynamiky [1-4], vratane
menej znamej nerovnovaznej termodynamiky [1,13,14], nemaju priestor na
expoziciu rieseni odvodenych rovnic a ich diskusiu pre inzinierske tlohy. Roz-
hodol som sa preto rozvrhnit obsah predkladanej ucebnice tak, aby zahtnal
fundamentalne zéklady formulécie potrebnych konceptov a rovnic a zaroven
aj dotiahol ich pouzitie k najdolezitejsim praktickym vysledkom prestupu
tepla. Mojim cielom je, aby Studenti porozumeli odkial ur¢ity vztah ¢i rov-
nica pochadza, aky ma fyzikalny zmysel a aby ziskali zakladny cit pre to, aku
dynamiku ¢i stacionarny stav pri danej tilohe prestupu tepla mozu ocakavat.

Chcel by som podakovat recenzentom, Richardovi Hlubinovi, Igorovi Med-
vedovi a Jurajovi Paulechovi za ich mnohé uzitocné rady a odporucania. Tiez
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by som chcel podakovat Ivanovi Cervetiovi, ktory ma nauéil, Ze je potrebné
venovat néleziti pozornost vyberu pojmov a formulacii viet, aby boli ¢o naj-
zrozumitelnejsie a najvystiznejsie.

Nerovnovazna termodynamika a problematika vedenia tepla st oblasti
vyskumu, ktoré boli v minulosti rozvijané na pracovisku, kde posobim. Vy-
raznymi osobnostami a protagonistami tychto tém boli Stefan Barta a Julius
Krempasky. Obaja boli inspirujtci vedci a ucitelia. Ich myslienky a prace for-
movali moje porozumenie tejto oblasti, za ¢o sa im chcem na tomto mieste
podakovat.



Kapitola 1

Rovnovazna termodynamika

Pri opise prestupu tepla latkou alebo stistavou viacerych telies vychadzame
z makroskopickych termodynamickych veli¢in ako je napriklad teplota, tlak
a aj samotné teplo. Vztahy medzi zmenami tychto veli¢in st do velkej miery
uréené prvym a druhym zakonom termodynamickym. Znalost termodyna-
miky je preto nevyhnutnou podmienkou na dobré porozumenie problematike
prestupu tepla.

Existuje mnozstvo velmi dobrych uc¢ebnic termodynamiky. Z fyzikalneho
aj historického hladiska st zaujimavé ucebnice A. Sommerfelda [I] a A. B. Pip-
parda [2]. U¢ebnica Ch. Kittela [3] je populdrny kurz najmé medzi studentmi
orientovanymi na fyziku kondenzovanych latok a fyzikalnu elektroniku, na-
opak ucebnica Atkinsa [4] je populdrna medzi Studentmi chémie a mate-
ridlovych vied. Pre Studentov orientovanych na energetiku a strojarstvo by
mohla byt velmi zaujimava uc¢ebnica od Pefleyho a Murraya [5]. Nakoniec
v slovenskom jazyku mozno odporticat relevantné kapitoly v starsej ucebnici
D. Ilkovi¢a [6] alebo novsi ucebny text od I. Cervena [7].

1.1 Zakladné pojmy a predstavy

Objektom studia termodynamiky je makroskopickad fyzikdlna sistava naché-
dzajuca sa v rovnovdznom stave. Vysledkami termodynamiky su vztahy me-
dzi makroskopickymi fyzikdlnymi veli¢inami ststavy v roznych pripustnych
rovnovaznych stavoch.

Priklady fyzikalnych sustav st: (1) plyn molekil dusika v Dewarovej né-
dobe (termoska), (2) voda s lTadom v uzavretej nadobe, ktorej steny maji ne-
mennt teplotu prostredia. Ak voda s ladom nezapliia cely objem nadoby, po-
tom do tejto ststavy patrf aj vodn4 para a vzduch vypliiajici zvySok objemu
nédoby, (3) piezokrytél vypliajici priestor medzi elektrédami doskového
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kondenzatora napajaného zdrojom jednosmerného napétia, (4) permanentny
magnet nachadzajuci sa vo vonkajsom magnetickom poli, ktoré vytvara zdroj
jednosmerného pridu. V oboch poslednych prikladoch je krystal aj magnet
zaroven v tepelnom a mechanickom kontakte s prostredim.

Aby sa vyssie uvedené priklady dokazali presnejsie klasifikovat, zavadzaju
sa v termodynamike viaceré dolezité pojmy. Fyzikalne ststavy nazyvame
uzavretymi, ak si nemoézu so svojim okolim vymienat castice. Priklad (1)
predstavuje uzavretu sustavu, ak molekuly dusika nedokazu difundovat cez
steny nadoby a naopak, molekuly okolia nedokazu difundovat cez steny do
nadoby. Ak by sme v priklade (2) chceli ako $tudovani ststavu uvazovat
len vodu v kvapalnom skupenstve, potom takato ststava by bola otvorend,
lebo molekuly vody mozu prechadzat medzi plynnym, kvapalnym a tuhym
skupenstvom.

Fyzikalnu stistavu nazyvame izolovanou, ak je uzavreta a naviac na castice
stustavy neposobia casovo zavislé vonkajsie sily.

Ak na sustavu vonkajsie sily posobia, potom z makroskopického hladiska
rozdelujeme ich c¢inok na prenos tepla a konanie makroskopickej prace na
sﬁstaveﬂ Ak nedochadza ku konaniu makroskopickej prace na stustave, potom
hovorime o mechanicky izolovanej sustave. Ak nedochadza k prenosu tepla do
stustavy, tak hovorime o tepelne izolovanej sistave. Priklad (1) predstavuje
(mechanicky aj tepelne) izolovanu ststavu, priklad (2) opisuje mechanicky
izolovanu sustavu, ak sa jej steny nemézu menit, ale tepelne izolovand nie
je. Jej steny maju nemennu teplotu, co je typicky zabezpecované okolim —
tepelnym rezervoarom s nemennou teplotou. Rezervoar tepla dodava alebo
odoberd teplo sustave tak, aby teplota stien ostdvala nemennd. Priklady (3)
a (4) predstavuju sustavy, ktoré si (priblizne) uzavreté ale nie si izolované.
Okrem objemovej prace okolia s danym tlakom vykonédva pracu na ststave
aj batéria, ktord udrziava nemenné elektrické alebo magnetické pole.

Fyzikalne sustavy st v rovnovdzZnom stave, ak vsetky prechodné deje,
ktoré mohli nastat pri ,,zostaveni“ ststavy, sa uz ustalili a dalej sa jej vSetky
makroskopické vlastnosti (teplota, objem, relativna dielektrickd permitivita,
elektricka vodivost, farba, vona...) v ¢ase uz nemenia. Makroskopické veli¢iny,
ktorych hodnoty vieme jednoznacne priradit vybranému rovnovaznemu stavu
stustavy nazyvame stavovyms velicinamsi alebo aj stavovymi premenngmi. Sta-
vové veli¢iny delime na extenzivne a intenzivne. Hodnota extenzivnej veli¢iny
narasta linearne s mnozstvom latky aj ked samotny termodynamicky stav

!Pracovna definicia rozdelenia tjchto dvoch moze byt takéto: O konani makroskopickej
prace na sustave hovorime vtedy, ak makroskopické strednd hodnota posobiacich mikro-
skopickych sil je nenulova a zaroven tieto sily vedd ku zmene strednej hodnoty niektorej z
makroskopickych fyzikalnych veli¢cin. Naopak, o prestupe tepla hovorime vtedy, ak stredna
hodnota samotnych mikroskopickych sil je nulova.
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latky sa nemeni. Naopak, hodnota intenzivnej stavovej veli¢iny od mnozstva
latky nezavisi.

Priklad intenzivnych stavovych veli¢in pre plyn si jeho teplota T, tlak
p. Medzi extenzivne veli¢iny patri celkovy objem V| vnutorna energia U ¢i
hmotnost. Pre dielektrikd je ich (intenzivnou) stavovou veli¢inou polarizacia
Pa pre magneticky aktivne latky ich magnetizacia M. Ak sa ststava skladd
z roznych typov atémov alebo molekul, tak stavovymi velicinami su aj ich
latkové mnozstva n,, a = 1,....Nz. Nz nazyvame poctom zlozZiek ststavy.

Ak sa v ststave nachdadza len jeden typ molekil/atémov, potom ju nazy-
vame ¢istou latkou (z anglického pure substance). Cista latka sa moze skladat
aj z viacerych zloziek, ale ich latkové mnozstvo musi byt nemenné pri réznych
hodnotéch stavovych parametrov, t. j. nesmie dochadzat k reakcidm alebo
ich vyzrazaniu. Typickym predstavitelom je suchy vzduch.

Fazou nazyvame taky stav latky, ktory je z makroskopického hladiska ho-
mogénny, hoci sa méze skladat z viacerych zloziek. Zékladnu klasifikaciu faz
na plynu, kvapalnt a tuhtit mozno dalej rozsirovat, napriklad pri tuhych fa-
zach rozlisujeme rozne krystalické usporiadania latky, pripadné amorfnu fazu.
Magneticky aktivne latky mozu maf magneticky usporiadant feromagneticki
fazu. Pri latke nachddzajicej sa v urcitej jednoznacnej faze prepocitavame
extenzivne stavové veli¢iny na jednotku hmotnosti, ¢im ich zmenime na in-
tenzivne a oznacujeme ich privlastkom hmotnostnd/ij alebo specificky, napr.
hmotnostna vnitorna energia u = U/m alebo specificky objem E| Y =V/m.

Uvazujme niekolko rovnovaznych stavov latky, ktoré oznac¢ime indexom
1 =1,2,3.... Nakolko k rovnovaznemu stavu vieme priradit hodnotu stavovej
veli¢iny jednoznacne, mozeme aj tieto premenné oznacit indexom tohto stavu,
napr. T;, p;, U;. Rovnovazne stavy v podobe bodov zobrazujeme vo fazovych
diagramoch s po¢tom osi rovnajicim sa poctu stavovych premennych, ktoré
nés zaujimaju (Obr. [1.1.1)).

Naopak, k danej hodnote jednej stavovej veli¢iny nevieme vo vSeobecnosti
jednoznacne priradit rovnovazny stav sustavy. Pre jednoznac¢né identifikova-
nie rovnovazneho stavu potrebujeme urcity pocet nezdvislych stavovych ve-
licin. Ich volba ale nie je jednoznac¢na a aj ich pocet sa moze v priebehu
termodynamickych zmien menit.

Gibbsovo pravidlo faz pomaha urcit pocCet nezavislych intenzivnych pre-
mennych pre sustavu skladajicu sa z Ny zloziek nachadzajicich sa v Ng
fazach vo vzajomnej rovnovahe. Celkové mnozstvo latky v kazdej z uvazo-
vanych faz je pritom irelevantné, nakolko nezavislym navysovanim mnozstva
latky v ktorejkolvek z faz sa ich vzdjomna rovnovaha nenartsa. Pocet neza-

2Castejsie pouzivand veli¢ina hustota hmotnosti p = m/V predstavuje obratenti hod-
notu Specifického objemu, V = 1/p.
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Obr. 1.1.1: Typicky pVT fazovy diagram jednozlozkovej sistavy (vlavo) a pT'
fazovy diagram vody (vpravo) pre nemenni hmotnost latky. Kazdy bod na
ploche v pVT diagrame zodpoveda prave jednému rovnovaznemu stavu su-
stavy. V pT diagrame vody kazdy bod v rovine jednoznacne zodpoveda jej
rovnovaznemu stavu, s vynimkou stavov na zobrazenych krivkach koexisten-
cie dvoch réznych faz.

vislych stavovych premennych je podla Gibbsovho pravidla uréeny vztahom
N =2+ Ny — Ng. Prvé dve zapocitané intenzivne stavové premenné su tep-
lota a tlak. Molovy zlomok kazdej zo zloziek v kazdej faze predstavuje Nz Ng
stavovych premennych. Stcet molovych zlomkov vsetkych zloziek v ktorej-
kolvek faze sa rovna jedna, ¢o predstavuje Ng rovnic, ktoré znizuju pocet
nezavislych premennych o Ng. Nakoniec uvazime, ze molekuly urcitej zlozky
nebudu systematicky prechddzat medzi réznymi fazami len vtedy, ak bude
chemicky potencial El tejto zlozky vo vsetkych fazach rovnaky. Toto pred-
stavuje (Ngp — 1)Nz rovnic, a teda tomu zodpovedajici pokles nezavislych
stavovych premennych. Ak zlic¢ime vsetky tieto ivahy, nachddzame Gibbsov
VZfahN:2+NzNF—NF—(NF—l)NZ:2+NZ—NF

Napriklad pre vodu (¢ista latka, Ny = 1) nachddzajicu sa v ststave
v kvapalnej aj plynnej faze (Ng = 2) nachddzame N = 1 a preto zadanim
teploty je uz jednoznacne urceny tlak aj ostatné veli¢iny v takejto sustave
(krivka nasytenej pary).

Pri vybere nezavislych stavovych veli¢in sa riadime experimentalnymi po-
zorovaniami. Pre plyn pozostavajici z jedného druhu molektl potrebujeme

3Chemicky potencidl je intenzivna stavova veli¢ina, ktori presne zavedieme v kapi-
tole Tvrdenie, ze rovnost chemického potencialu zlozky v dvoch fazach je podmienkou
ich rovnovahy, odvodime v kapitole @
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na jednoznacné urcenie rovnovazneho stavu tri stavové veliciny, napriklad
teplotu, objem a latkové mmnozstvo plynu. Pokial si plyn stistavy nemoze vy-
mienaf molekuly s rezervoarom castic, t. j. predstavuje uzavreta stustavu, je
jeho latkové mnozstvo v ramci uvazovanych termodynamickych zmien ne-
menné. S takouto situdciou sa casto implicitne uvazuje, a preto sa zvykne
hovorif len o dvoch nezavislych stavovych veli¢inach, bez explicitného uve-
denia latkového mnozstva, ktoré sa povazuje za konstantné.

Priklad 1.1.1 Idedlny plyn a zdvislost vnitornej energie len od teploty. Stav
daného mnozstva idedlneho plynu mozeme urcit zadanim jeho teploty a ob-
jemu, no rovnako dobre by nam poslazili aj teplota a tlak alebo vnutorna
energia a objem. Na druhej strane, zadanie teploty a vnitornej energie nie je
postacujuce, nakolko vztah medzi nimi nie je zavisly od tlaku alebo objemu
plynu. Akonéhle by ale plyn nebol idealny, jeho vnitorna energia by bola
zavisla aj od jeho objemu a striktne vzaté, teplota a vnitorna energia by
mohli byt dvoma nezavislymi stavovymi veli¢inami, aj ked dost nepraktic-
kymi. Tato zavislost je v praxi totiz dost slabd a aj relativne velkd zmena
objemu vedie len k malej zmene vnutornej energie (pri nemennej teplote).

Priklad 1.1.2 Priklad viaczlozZkovej sustavy. V pripade sustavy vody a vzdu-
chu v uzavretej nadobe si stavovymi veli¢inami okrem teploty, objemu na-
doby a latkovych mnozstiev vody nyedqa @ vzduchu ny,quen aj latkové mnoz-
stvo vody v kvapalnom skupenstve nyodqax @ latkové mnozstvo vody v plyn-
nom skupenstve nyodap (vodnd para). Tieto dve posledné ale nie st nezavis-
Iymi stavovymi veli¢cinami. Molekuly vody a vzduchu mézu volne prechadzat
medzi kvapalnym a plynnym skupenstvom a relativne rozdelenie latkovych
mnozstiev sa nastavi v rovnovaznom stave spontanne. Preto napriklad mnoz-
stvo vody v plynnom skupenstve bude funkciou nevyhnutného poctu stavo-
vych veli¢in, urcujicich rovnovazny stav jednoznacne,

Nvoda,p = f (TJ/vnvodaa nvzduch) (1 1. 1)
Nvodak = Mvoda — Twoda,p (]- 1 2)

Pri vyuziti Gibbsovho pravidla faz pre tento pripad uvazujeme rovno-
vaznu sustavu latky v kvapalnej a plynnej faze (Ngp = 2), pricom hmotnost
kazdej fazy je jednotkova. V kazdej faze sa mozu nachéadzat molekuly vody
aj vzduchu, t. j. dve zlozky, Nz = 2. Ststava dvoch faz s dvoma zlozkami ma
teda len N = 2 + 2 — 2 = 2 nezavislé intenzivne stupne volnosti, napriklad
teplotu 7" a molovy zlomok molektl vody v plynnej faze xyoqap. VSetky os-
tatné intenzivne veli¢iny oboch faz, ako napriklad mélovy zlomok vzduchu
v kvapalnej faze Zy,quenk, alebo hustota plynnej fazy p,, si zadanim dvoch
nezavislych stupnov volnosti urcené.
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Rovnoviaha ststavy nebude narusend pre akékolvek mnozstvo fazy v kva-
palnom stave, dané napriklad hmotnostou my a akékolvek mnozstvo plynnej
fazy, dané hmotnostou my, pokial ich intenzivne veli¢iny budd nemenné.
Tieto dve hmotnosti predstavuji dodatocné dva stupne volnosti pre kon-
krétnu ststavu. Pre povodne uvazovany problém v tomto priklade mame ale
predpisany celkovy objem V' = my/pix + m,/p,, a teda len jednu z my a m,
mozeme volit nezavisle. Celkovo nachaddzame teda Styri nezavislé stavové ve-
liciny ststavy: T', Tyodap, V @ mi. Z nich mézeme vyjadrit aj int kombindciu
styroch nezavislych stavovych veli¢in, ktora viac vyhovuje experimentalnej
situacii. Napriklad T, V', nyoda @ Nyzquen SMe pouzili vo vyjadreniach vyssie.

Priklad 1.1.3 Nejednoznacnost na krivke koexistencie fdz. V stave koexis-
tencie latky v dvoch réznych skupenstvach nie je rovnovazny stav sistavy
jednoznacne urceny tlakom a teplotou (Obr. . Pre zvoleni kombinaciu
teploty a tlaku totiz mozeme najst rozne rovnovazne stavy, lisiace sa latkovym
mnozstvom latky v jednom a druhom skupenstve. Pri zmenseni celkového ob-
jemu sustavy, ktora je v kontakte s teplotnym rezervoarom, cast latky zmeni
skupenstvo, pricom teplota aj tlak ostani nezmenené. Dvoma nezavislymi
a na urcenie stavu jednoznac¢nymi stavovymi veli¢inami v takomto rezime
mozu byt teplota a objem.

Ak sustava v dosledku konania prace prejde zo stavu A do stavu B, potom
stavové veli¢iny sa zmenia o hodnoty ATp 4 = T —Ta, AV s = Vg — Vi
atd. Tato zmenu mozeme zrealizovat prechodom cez mnoho infinitezimalne
odlisnych rovnovaznych stavov i = 0,...,N, ktoré charakterizujeme redlnym
parametrom s: so = 0, sy = 1 (Obr. . V limite N — oo hodnoty stavo-
vych parametrov T;, V;,... prejdi na funkcie (parametrizacie) T'(s), V(s) pre
s € (0,1). Takato zmenu rovnovazneho stavu z A do B nazyvame vratny dej
(niekedy aj rovnovdzny dej, ¢o znie trochu ako béasnicky privlastok vzhladom
na svoju rozporuplnost) a reprezentujeme ho krivkou vo fazovom priestore.
Ako nazov vratného deju napovedd, je mozné, aby ststava prechdadzala po-
zdlZ krivky vratného deja v oboch smeroch, t. j. z A do B alebo aj naopak z
B do A.

Pri prechode zo stavu i do i + 1, t. j. pri zmene parametru As = s;,1 — s;
sa zmenia stavové velic¢iny takto

T(siv1) —T(si) ~ T(si)+ d—TAs —T(s;) = d—TAs (1.1.3)
ds ds
d d

Visin) = V(s) ~ V(s)+ d‘S/As V(s = ZAS (1.1.4)
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Obr. 1.1.2: Rovnovazny dej, pri ktorom stistava prejde zo stavu A do stavu B
mozeme realizovat ako sériu mnohych blizkych rovnovaznych stavov i. Trajek-
toriu moézeme parametrizovat pomocou skalarneho parametra s. Dej mozno
realizovat mnohymi sposobmi, napriklad pozdlz krivky 1 alebo 2.
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Celkovu zmenu stavovej veliciny, napriklad teploty, pri zmene rovnovazneho
stavu z A do B mdzeme potom vyjadrif pomocou integralu po krivke v sta-
vovom priestore

N 14T B
Tp—Ta=> T(si1) —T(s;) = | ——ds= dT. (1.1.5)
pard 0o ds A
Vysledok nezavisi od volby stavov ¢ = 1,... N, cez ktoré prechadzame, pre-

toze teplota je stavovou veli¢inou.

Neskor uvidime, ze 1. zakon termodynamicky tvrdi, Ze aj vnitorna energia
je stavovou veli¢inou. Ak by sme chceli poznat zmenu vnutornej energie plynu
pri zmene rovnovazneho stavu z A do B, pricom za stavové veli¢iny sme zvolili
T a V, potom vnitorna energia bude jednoznacnou funkciou 7" a V' a pre jej
zmenu pozdlz zvolenej krivky néjdeme

Up—Us = Z U(T(si41),V (si1)) — U(T'(54),V (s1)) (1.1.6)

L (OUAT U AV B
::A Qﬁds+8Vde8:A(w; (1.1.7)

opat vysledok nezavisly od volby krivky vo fazovom priestore, pretoze aj
vnutorna energia je stavovou veli¢inou.

Naposledy uvedena rovnost sa casto v termodynamike piSe v infinitezi-
malnom tvare a bez nepodstatného prirastku parametra ds,

ou ou
dU = 8TdT+ anV (1.1.8)
a komentuje sa slovami, ze vnutorna energia je uplny diferencidl premennych
teploty a objemu.
V pripade, ked nechceme byt Specificky ohladom vyberu M nezavislych
stavovych veli¢in, mézeme pre ne pouzit oznacenie = 1, o, ... ,x ) a dife-
rencial vnatornej energie napisat v tvare

M oU ou

Kruhovym alebo cyklickym dejom nazyvame taky dej, pocas ktorého sa
ststava vrati do identického rovnovazneho stavu. V pripade, ked ide o vratny
kruhovy dej, vieme ho znazornit ako krivku vo fazovom priestore. Pre kru-
hovy vratny dej plati pre lubovolnt stavovi velicinu X vztah

fdxzo. (1.1.10)
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Toto je ekvivalentné tvrdeniu, ze infiniteziméalny prirastok velic¢iny X, t. j.
dX predstavuje uplny diferencial.

Uloha 1.1.4 MoZe sa rovnovazny stav ststavy spontdnne zmenif na ing
rovnovazny stav? Ako by sme tiito zmenu spozorovali? Existuju vobec nejaké
fyzikalne veliCiny, ktoré sa moézu v rovnovaznom stave stustavy spontanne
menit?

Uloha 1.1.5 Ktoré dve stavové veli¢iny vZdy postaduji na jednoznacné ur-
¢enie rovnovazneho stavu 1 kg molekil Ny? Fazovy diagram tejto latky je
kvalitativne dany grafom vlavo na Obr. [I.1.1]

Vyberte z moznosti: (a) p, T; (b) p, V; (¢) V, T.

Uloha 1.1.6 NapiSte vztah pre diferencidl vnitornej energie ako funkcie
stavovych veli¢in p, T a n. Comu sa rovna M pouZité v rovnici v tomto
pripade? Bude derivacia nasobiaca prirastok teploty d7' v tomto vyraze pre
urcita konkrétnu latku rovnaké ako bola vo vztahu ? Preco nie?

1.2 Praca

Definiciu pre pracu, ktori kona sila F , pozname z mechaniky:
W= /ﬁ-df, (1.2.1)

kde vonkajsia sila F posobi v mieste, ktoré sa posunie o vektor posunutia dr.
V pripade, ked pojde len o infinitezimélne malé posunutie, a teda o infinite-
zimalne mald pracu, budeme pisat

SW = F - dF. (1.2.2)

Uvedeny vyraz urcuje pracu vseobecne, aj pre deje, pre ktoré nedokédzeme
okamzity stav sustavy opisat pomocou malého poctu stavovych parametrov.
Na jej vycislenie musime poznat silu, ktora posobi a miesto jej posobiska
ako funkcie ¢asu. Na druhej strane, pri rieSeni problémov v termodynamike
sa stretavame s roéznymi vyjadreniami prace pomocou hodnot a zmien sta-
vovych veli¢in sustavy. V tychto pripadoch hovorime o rovnovaiznej alebo
vratnej praci. Konanie rovnovaznej prace musi prebiehat velmi pomaly, aby
sa sustava v kazdom okamihu casu nachddzala v aktudlnom rovnovaznom
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stave. Ak dej prebieha konecnou rychlostou a vyjadrenie prace len pomocou
stavovych veli¢in nie je mozné, potom hovorime o nerovnovdiznej prdci.

Priklad 1.2.1 Pre izotropnu stlacitelni latku mozno odvodit z definicie
(1.2.2)) vztah pre objemovu pracu

kde pg je tlak v rezervoari, ktory kona pracu na sustave tak, ze jej objem na-
rastie o dV. Tlak rezervoaru pritom nemusi byt totozny s tlakom v ststave.
Pre dej prebiehajici koneénou rychlostou, t. j. nerovnovazne, bude tlak v re-
zervoari vyssi ako je tlak v sustave, ak chceme objem sustavy zmensit. Pri
velkej rychlosti deja nemusi byt tlak v ststave ani dobre definovany. Ak ale
dej prebieha tak pomaly, Zze v kazdom okamihu casu sa stustava nachadza
v rovnovahe s rezervoarom, t. j. pojde o rovnovazny dej, potom bude mat
aj sustava dobre definovani stavovu veli¢inu tlak p = py a pracu modzeme
vyjadrif len pomocou stavovych veli¢in sistavy a ich zmien,

SW = —pdV, (1.2.4)

t. j. p6jde o rovnovaznu pracu.

Priklad 1.2.2 Ak termodynamicki stustavu predstavuje dielektricky mate-
ridl vlozeny do elektrického pola E v kondenzatore, je praca, ktort kona zdroj
pola na dielektriku

MV:@@:/E@QM (1.2.5)

kde Uy je napétie zdroja, ktory pole vytvara, dq je mnozstvo ndboja prinese-
ného zdrojom z jednej dosky kondenzatora na druhi a P je okamzity vektor
polarizécie dielektrika (pozri tilohu . Podobne ako pri objemovej praci,
aj praca zdroja napétia moze byt vykonana rovnovazne — pomalym narastom
napatia zdroja tak, aby sa naboj presuval pomaly, aj nerovnovazne — okam-
zitym zapnutim napéatia vediceho na rézne prechodné javy, ako st napriklad
oscilacie elektrickych dipodlov. V pripade vratného deja sa polarizacia P stéva
stavovou veli¢inou, ktora charakterizuje stav dielektrického materidlu. Ak je
v objeme materialu V' pole homogénne, polarizacia nebude zavisiet od miesta
a vyraz pre rovnovaznu pracu nadobudne tvar W = VE-dP.

Priklad 1.2.3 Ak je sucastou sustavy odporovy elektricky vodic¢, potom
zdroj napétia s napatim Uy, ktory je pripojeny na vodi¢, na sustave kona
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pracu
T
W :/ Uz I(1)dt = Uy Aq (1.2.6)
0
kde I(t) je okamzity elektricki prid a Agq je celkovy preneseny naboj cez
stustavu. Nejde teda o stavovu veli¢inu — tento naboj sa v stistave neakumu-

luje, jej stav nezavisi od mnozstva naboja, ktory nou pretiekol, a preto ide
0 NErovnovaznu pracu.

Uloha 1.2.4 Odvodte vztah li z definicného vztahu pre pracu
pomocou modelu plynu v nddobe s posuvnym piestom s velkostou plochy S
pri jeho posuvani v dosledku rezervoaru tlaku s tlakom pg na druhej strane
priehradky piestu.

Uloha 1.2.5 N4jdite vyjadrenie pre pracu, ktord koné zdroj konstantného
napatia na dielektrickom materiali ulozenom v rovinnom doskovom konden-
zatore. Materidl je charakterizovany polarizaciou P, velkost plochy dosiek je
S a ich vzdialenost je h.

Riesenie: Pracu, ktoru kona zdroj napétia najdeme ako sic¢in napétia zdroja
a celkového naboja Agq, ktory doda zdroj kondenzatoru,

AW = UzAq. (1.2.7)

Ak sa z nejakého dovodu zmeni velkost polarizacie o AP, zmeni sa velkost
indukovaného viazaného néaboja na povrchu dielektrika 0o Agyia, = AP. S =
+APS, kde S je velkost ploch dielektrika dotykajtcich sa dosiek konden-
zatora. Napétie Uz, a teda aj velkost intenzity elektrického pola E = Uy/h
v dielektriku udrzi zdroj konstantnym tak, ze zmenu velkosti viazaného na-
boja Aqyia, vykompenzuje dodanim naboja Aq = Agqyia, na kovové dosky
kondenzéatora. Vykond pri tom pracu, ktortit mozno vyjadrit pomocou konec-
nej zmeny stavovej veli¢iny dielektrika — polarizacie P,

AW = U,Aq = EhAqy,, = EAPV (1.2.8)

kde V' = Sh je objem dielektrika v kondenzatore. Elementarna praca na
dielektriku s jednotkovou hmotnostou bude teda

dw = pEdP. (1.2.9)

kde p je hustota dielektrika.
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1.3 Prvy zakon termodynamicky

Prvy zédkon termodynamicky tvrdi, ze (1) vnitornd energia fyzikélnej sustavy
v rovnovaznom stave je stavovou velicinou a (2) energia sa pocas termodyna-
mického deja zachovava. Pre zapisanie 1. zdkona v tvare rovnice je uzitocné
postupne uvazovaf ststavu tepelne izolovani, neizolovanui ale uzavrett a na-
koniec otvorent.

V pripade tepelne izolovanej stustavy formuluje A. B. Pippard prvy za-
kon takto [2]: ,,Ak sa rovnovazny stav izolovanej sustavy zmeni v dosledku
posobenia makroskopickych vonkajsich sil, potom vysledné mnozstvo prace
tychto sil je zavislé len od pociatocného a koncového rovnovazneho stavu
stustavy a nie od sposobu akym je tato praca vykonana alebo od prechadza-
nych stavov sustavy, ktorymi stustava pocas deju prechadza.“ Uvedeny citat
specifikuje tvrdenie, ze vnitorna energia je stavovou veli¢inou. Pre tepelne
izolovanu stustavu mozno jej vnditorni energiu menit len konanim préace, a
preto moézeme v tomto pripade pisat

AU = W. (1.3.1)

Ak sustava nie je tepelne izolovand, potom z experimentov vieme, ze
narast jej vnutornej energie pri zmene stavu nie je vo vSeobecnosti rovny praci
vonkajsich makroskopickych sil. Vzhladom na vseobecny zdkon zachovania
energie musi potom platit

AU =W +Q, (1.3.2)

kde @) sa nazyva teplo, ktoré je sustave dodané a jeho hodnota je akurat
taka, ze zakon zachovania energie bude splneny. Z mikroskopického pohladu
aj teplo predstavuje konanie prace vonkajsimi silami, napr. pésobenim ato-
mov nepatriacich do Studovanej sustavy na atémy stustavy, no nedokazeme
ho zapisat pomocou makroskopickych vztahov znamych z mechaniky alebo
elektromagnetizmu. Kedze prestup tepla je hlavnou témou tejto ucebnice,
metodikou jeho vypoctu sa budeme zaoberat prakticky v kazdej kapitole.

Ak uvazujeme infinitezimalnu zmenu stavu, zapisujeme rovnicu ([1.3.2))
v tvare

AU = §W + Q. (1.3.3)

Na rozdiel od vnutornej energie, prijaté teplo Q) a vykonana praca oW nie
st uplné diferencialy stavovych premenn}’fchﬂ 7 tohto dovodu ich prirastky

4To, 7e infinitezimalna praca nie je tplny diferencidl, mozno vidiet aj z konkrétnych
prikladov na jej vypocet, napr. pre objemovi pracu plati dW = —p(T,V)dV.
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oznacujeme symbolmi ¢ a nie pomocou symbolu ,d*“. Vdaka tomu, ze praca
a teplo nie su stavové veli¢iny mozu latky v termodynamickom kruhovom
deji konat nenulovi pracu,

f&w £0. (1.3.4)

Prvy zakon termodynamicky opisuje zmenu vnitornej energie medzi dvoma
rovnovaznymi stavmi, ktora sa moéze realizovat rovnovazne i nerovnovazne.
Nerovnovaznu zmenu si predstavujeme ako redlny fyzikalny dej, prebieha-
juci v konefnom c¢ase v ddsledku pdsobenia externych (mikroskopickych aj
makroskopickych) sil.

Nakoniec najdeme formulaciu prvého zakona pre otvorenu sustavu, t. j.
taku, ktora si so svojim okolim moze vymienat aj c¢astice. Na rozdiel od ko-
nania prace alebo vymeny tepla, vymena castic nepredstavuje spojity proces
v case. Naopak, v uré¢itom okamihu patri do stustavy N castic, a v dalSom
okamihu je ich N + 1, pricom tato zmena nie je opisand mikroskopickymi
pohybovymi rovnicami, ale nasou predstavou toho, kde sa nachadza myslena
hranica stustavy.

Predstavme si, ze konanim prace Wi o spojime dve izolované stustavy s
vnutornymi energiami U; a U, a latkovymi mnozstvami n; a ny a nech x; a
o su dalsie stavové veliciny, ktoré spolu s n; alebo ns jednoznacne urcuju
rovnovazny stav oddelenych sistav. Vzhladom na zdkon zachovania energie,
vzniknutd spojena sistava bude mat vniatornu energiu U = Uy + Uy + Wi4o
a latkové mnozstvo n = ny + ny. Zvysné stavové veliciny nevyhnutné na
jednoznac¢né urcenie rovnovazneho stavu spojenej stustavy oznac¢ime ako & =
(T,V,...). Podla prvého zdkona je vnitorné energia stavovou veli¢inou, a preto
bude existovat funkcia, ktorda priradi n a @ jej hodnotu U, t. j. U(n,x).
Obdobne to bude platit pre oddelené sustavy pred ich spojenim, t. j. budua
existovat funkcie Uy(ny,x1) a Uy(ng,xs). Zo zdkona zachovania energie teda
nachadzame,

U(ny + ng, ) = Uy (n1, 1) + Us(ng, ©2) + Wits. (1.3.5)

Identifikujme teraz spojenu stustavu so sustavou 1 v tom zmysle, ze obe
maju rovnako zavedené stavové premenné, no lisia sa ich konkrétnou numeric-
kou hodnotou, ¢o zapiseme pomocou priradenia ; — ', ny - na U; — U.
Uvazujme dalej, ze latkové mnozstvo ny < n, a preto ho oznac¢ime ako maly
prirastok dn latkového mnozstva n sustavy 1 pred spojenim. S tymito ozna-
ceniami prepiseme zakon zachovania energie do tvaru

Un+dn,xz) =U(n, ') + Us(dn, x3) + W1 1o. (1.3.6)
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alebo pre prirastok vnitornej energie ststavy 1 (= spojenej sustavy)
dU =U(n+dn,x) — U(n,x') = Us(dn, x3) + 0Wi,a. (1.3.7)

Ak budeme predpokladat, ze v dosledku infinitezimalnej zmeny poctu
molov sa budu vysledné hodnoty ostatnych rovnovaznych stavovych para-
metrov 1iSit len infinitezimdlne, * = &’ 4+ da, potom mdzeme pre vnitorni
energiu pouzit Taylorov rozvoj a najdeme

ox

Dosadenim (|1.3.8)) do (|1.3.6)) a zavedenim parcialnej derivacie vnitornej ener-
gie podla poc¢tu molov pri konstantnych ostatnych stavovych parametroch

U(n,m’)%U(n,az)—a—U ~de+ ... (1.3.8)

oUu Un+dn,z) — U(n,x)
— = 1.3.
on | dn (1.3.9)
dostaneme,
ou oU

Druhy c¢len na pravej strane predstavuje infinitezimalnu zmenu vnutornej
energie pri [lubovolnej zmene rovnovazneho stavu pri nemennom pocte molov,
a preto ju mozeme vyjadrif pomocou prvého zakona pre uzavrett sustavu
pomocou prace a tepla,

a—U ~dx =90Q + oW. (1.3.11)
ox .

Nakoniec pouzitim rovnic ((1.3.10) a ((1.3.11)) ndjdeme matematicky zapis pr-
vého zakona pre otvorenu sustavu,

AU = 6Q + 6W + pdn (1.3.12)

kde p = ‘g—g‘ sa nazyva chemicky potencidl sustavy. Vzhladom na platnost
vztahu (1.3.11)) zapisujeme definiciu chemického potencidlu aj v tvare

ou

= — 1.3.1
o (1.3.13)

i .
5Q=0,6W=0

V pripade, Ze sa sustava sklada z M zloziek charakterizovanych latkovymi
mnozstvami n,, o = 1,... M, potom mozno uvedeny postup priamociaro
zovseobecnit s vysledkom pre matematicky zapis prvého zakona

M
AU = 0Q + oW + > padna, (1.3.14)

a=1
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kde chemicky potencial zlozky a v uvazovanej sistave je definovany vztahom

ou

- = , (1.3.15)
Inq §Q=6W =6n1=...=6n3,=0

Ko

pricom 0n,, je v uvedenej sérii rovnosti nule vynechané.

Uloha 1.3.1 Opiste modifikdcie prvého zdkona termodynamického vyjad-
reného rovnicou |1.3.14] pre (a) uzavretu ststavu, (b) mechanicky izolovani
sustavu, (c) tepelne izolovani ststavu a (d) izolovanu sustavu.

Uloha 1.3.2 Zamyslite sa nad bilanciou vnutornej energie pri experimente,
ktorym Joule dokazal mechanicku ekvivalenciu tepla. Zndme mnozstvo vody
ma teplotu zhodnu s teplotou okolia a je uzavreté v tepelne izolovanej na-
dobe. Vo vode za nachadza vrtula, ktora je roztacana prostrednictvom kladky
klesajicim pohybom zavazia v gravitacnom poli. Ked zavazie poklesne na
najnizsiu pristupni vysku a pohyb vody sa ustali, voda nebude v rovnakom
termodynamickom stave ako na zaciatku. Aka bude velkost a znamienko na-
rastu vnatornej energie vody? Nakoniec odstranime tepelni izolaciu a voda
sa vrati do rovnovazneho stavu, v ktorom sa nachadzala na zaciatku. Aka
bude velkost a znamienko tepla, ktoré voda prijala po odstraneni tepelnej
izolacie?

1.4 Druhy zakon termodynamicky

Uvazujme dve izolované stustavy, kazdi vo svojom rovnovaznom stave, ktoré
po uvedeni do vzajomného tepelného kontaktu prejdi do nového rovnovaz-
neho stavu spojenej stustavy. Spojena sustava je izolovand od okolia, a preto
zmena celkovej vnitornej energie musi byt nulova,

Pretoze stustavy 1 a 2 sme uviedli len do tepelného kontaktu, bude préaca
konand prvou sustavou na druhej alebo naopak nulova a uvedené prirastky
vnutornej energie jednotlivych sustav zodpovedaju podla prvého zdkona vy-
menenému teplu,

dU1 = 5@1 a dUQ = 5@2 (142)

Ak dU; > 0, potom prijaté teplo prvou sistavou bolo tiez kladné (6@, > 0)
a hovorime, Ze prva suistava bola na zaciatku chladnejsia lebo teplo prijala.
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Z rovnic (1.4.1) a (1.4.2) vyplyva, Ze v tomto pripade musi platit dU; < 0,
a o druhej stustave hovorime, Ze pred spojenim sustav bola teplejsia, lebo
teplo odovzdala. V hranicnej situacii, ked dU; = dUs; = 0 hovorime, ze
stustavy boli pred kontaktom rovnako teplé. V tomto pripade tepelny kon-
takt nevedie k zmene rovnovazneho stavu dvoch povodne oddelenych ststav.
Pozorovanie, ze ustanovenim tepelného kontaktu sistavy speju spontanne
k rovnako teplému stavu predstavuje jednu z formulacii druhého zakona ter-
modynamického.

Uvedomme si, ze pojmy ,,teplejsia sustava“ a ,,chladnejsia ststava“ neza-
visia od definicie teploty, aj ked pre Celziovu aj Kelvinovu stupnicu plati, ze
teleso teplejsie ma vyssiu hodnotu teploty ako teleso chladnejSie. Na druhej
strane, uvedend uvaha vedie na definiciu stavovej velic¢iny teploty, ktorda ma
pre dve rovnako teplé sistavy, t. j. sustavy vo vzajomnej rovnovahe, rovnaku
hodnotu. Takto empiricky zavedena teplota sa forméalne postuluje v ramci
nultého zdakona termodynamického: ,Existuje stavova veli¢ina teplota, kto-
rej rovnost pre dve sustavy je nevyhnutnou podmienkou, ze sistava, ktora
predstavuje ich zjednotenie, sa nachiddza v rovnovaznom stave.“ [1]. Blizsie
sa k procesu spdjania sustav a nasledujiceho ustalenia rovnovazneho stavu
vratime v casti [L.Al

Aby sme mohli druhy zdkon sformulovaf aj matematicky, rozoberieme
najprv niekolko dosledkov prvého zédkona termodynamického pre uzavrett
sustavu. Nakolko podla prvého zakona je vnutornd energia stavova veli-
¢ina, je jednoznacnou funkciou potrebného poctu stavovych parametrov x =

(x1,...,x0). MOZeme teda pre jej diferencidl pisat
ou M oU
AU = ——dz + Z dxl, (1.4.3)
a‘rl 1= 2

kde sme samostatne vydelili parameter x;, ktorého hodnota sa zmeni po
utvoreni len tepelného kontaktu s inou sustavou (t. j. bez konania rovnovaz-
nej prace) a parametere x;,i = 2,...,M, zodpovedajice rdznym prispevkom
k rovnovaznej praci 0Wg. Pri tepelnom kontakte bude teda dz; = 0, a teda aj
0Wpgr = 0. Vydeleny stavovy parameter x; sa nazyva entropia sustavy a jeho
Standardné oznacenie je S. Neskor uvidimd’] ze OU/0x; = 0U/9S mé vy-
znam absolitnej termodynamickej teploty 7', a preto diferencidl vnutornej
energie mozno napisat v tvare

AU = TdS + 6Whp. (1.4.4)

°V tomto momente moézeme vziat vztah T = OU/OS|, ako definiciu absolitnej ter-
modynamickej teploty a neskorsie vyuzivanie tejto definicie ukaze ze takto zavedené T sa
zhoduje s termodynamickou teplotou definovanou pomocou ideédlnej acinnosti Carnotovho
cyklu, a teda aj zodpoveda absoliatnej teplote, ktora vystupuje napriklad v stavovej rovnici
idealneho plynu.
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Nakolko x1 = S a x;,i = 2,... M jednoznacne urcuje rovnovazny stav su-
stavy, musi byt samozrejme takto zavedena teplota funkciou tychto stavovych
parametrov, T(S,xa, ..., Tn).

Vnitorna energia je extenzivna velicina, t. j. napr. dvojnasobné latkové
mnozstvo v tom istom rovnovaznom stave ma dvojnasobnu vnitornu energiu.
Preto aj sucin T'dS musi byf prirastkom extenzivnej veli¢iny. Vzhladom na
to, ze T méa vyznam termodynamickej teploty, t. j. veli¢ina, ktorda nie je
extenzivna (dvojnasobné latkové mnozstvo v tom istom rovnovaznom stave
mé tu istd teplotu), musi byt extenzivnou veli¢inou entropia.

7 rovnosti mozeme priamo vyjadrif diferencial entropie

ds = ;dU - 71,5WR = 5;;2 + ‘SijSWR (1.4.5)
kde sme pri tprave pouzili prvy zakon na vyjadrenie narastu vnutornej ener-
gie pomocou tepla a prace (|1.3.3)).

Ak chceme docielif, aby stustava presla z jedného rovnovazneho stavu do
druhého, musia vonkajsie sily konat pracu oW, ktora okrem rovnovaznej
casti 0Wg zahfna aj rozne formy nevratnej prace 6Wy ako je prekondvanie
trenia, Ohmické straty a podobne. Zo skiisenosti (a mnozstva experimentov)
ocakavame, ze bude platit dWy = 6W —0Wx > 0. Z tejto uvahy prichddzame
k matematickej formuldcii druhého zdkona termodynamického v tvare

0Q
ds > T (1.4.6)
Druhy zakon teda pripusta iba také redlne termodynamické zmeny, ktoré
spiﬁajﬁ tuto nerovnost. V Specidlnom pripade tepelne izolovanej sustavy
(0Q = 0) tento zdkon hovori, Ze zmena entropie v deji musi byt kladna,
t. j. entropia musi narastat. Izolovana stustava v rovnovaznom stave ma teda
maximalnu entropiu, ktora uz viac narastat nedokaze.

Nerovnost sme motivovali pomocou nevyhnutnej pritomnosti klad-
nej nevratnej prace, nakolko sme uvazovali prechod z jedného rovnovazneho
stavu sustavy do druhého, ¢o mozno realizovat len pomocou posobenia von-
kajsich sil. Uvedenda nerovnost ma ale Sirsiu platnost. Napriklad pri vytvoreni
tepelného kontaktu medzi dvoma sistavami v priklade na zaciatku tejto ka-
pitoly, méa spojena suistava po ustaleni vyssiu entropiu ako je stucet entropii
dvoch povodne oddelenych sustav, aj ked Ziadna praca, a teda ani nevratna,
nebola pri vytvoreni kontaktu konana. V takomto pripade nie je pociatocny
stav, striktne hovoriac, rovnovaznym stavom. Oddelené ststavy totiz nie st
vzajomne v rovnovahe. Zakon narastania entropie ale aj v takomto pripade
plati.
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Entropia ma mikroskopickt interpretaciu miery neusporiadanosti sustavy,
a preto druhy zakon mozno interpretovat ako zakon narastania neusporiada-
nia v makroskopickych fyzikalnych ststavach. Blizsie sa s touto interpretaciou
mozno oboznamit v kurzoch Statistickej fyziky [3, [§].

Ak budeme konaf na siistave rovnovaznu pracu 0Wpg, t. j. dej bude dosta-
tocne pomaly a bude pritom dochddzat k vymene tepla 6Q)r s okolim, bude
stustava prechadzaf cez sériu rovnovaznych stavov a pre zmenu jej entropie
bude na zéklade rovnice platit

_ 9@n.

ds T

(1.4.7)

Vyuzitim tohto vyjadrenia pre rovnovazne teplo mozno diferencial vnu-
tornej energie sustavy s premennym poctom castic ((1.3.14) napisat v casto
pouzivanom tvare

AU = TdS + 6Wr + > judn;, (1.4.8)

pripadne pri uvazovani len objemovej prace v tvare

AU =TdS — pdV + > judn;. (1.4.9)

Druhy zédkon termodynamicky — existencia stavovej veli¢iny entropie S
splnajuicej vztah 1' ma viaceré dolezité dosledky, napriklad:

o Teplo nemdze spontanne prechadzat z chladnejsieho na teplejsie teleso.

o Vsetky termodynamické stroje pracujtce vratne a cyklicky medzi dvoma
rezervoarmi tepla s teplotami 7} > 75 maji rovnakt ucinnost n =
(Ty — Ty)/T1.

o Vsetky nevratné termodynamické stroje pracujice cyklicky medzi dvoma
rezervoarmi tepla s teplotami 77 > 75 maji uc¢innost mensiu ako je
ucinnost vratnych strojov, t. j. n < (T — 1) /1.

o Neexistuje cyklicky pracujici termodynamicky stroj, ktory by nerobil
ni¢ iné len odoberal teplo chladnejsiemu rezervoaru, odovzdaval teplo
teplejsiemu rezervoaru a konal by pri tom kladni préacu. (Neexistencia
perpetua mobile druhého druhu.)

Priklad 1.4.1 Uvazujme velky rezervoar tepla s teplotou Ty (napriklad velky
kus kovu) a mala ststavu — idedlny plyn uzavrety v nddobe s pohyblivym
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piestom. Izotermicky dej opisuje taky proces, pri ktorom ma plyn rovnaku
teplotu ako rezervoar, je v tepelnom kontakte s rezervoarom a meni svoj
objem. (1) Za akych podmienok déjde k spontdnnemu narastu objemu plynu?
(2a) Ako sa zmeni entropia plynu, ak sa jeho objem izotermicky zvacsi na
dvojnésobok? (2b) Ako sa zmeni entropia rezervoaru pocas tohto deja? (3)
Ak pracu vykona plyn pri tomto deji? (4) Ako je mozné, ze celkova entropia
sustavy plyn + rezervoar tepla sa nezmenia a napriek tomu ststava spontanne
vykonala nenulovii pracu?

Riesenie:

(1) Ak je tlak plynu pri teplote T v pieste vacsi ako tlak vzduchu na druhe;
strane pohyblivej prepazky piestu.

(2a) Pre idedlny plyn je vnitorna energia funkciou len teploty, a preto bude
pri izotermickom deji nemenna, dU = 0, t. j.

TdS — pdV = 0.

Na vyjadrenie tlaku vyuzijeme stavovi rovnicu idedlneho plynu pV = nRT,
kde n je latkové mnozstvo plynu a R = 8,314J. K '. mol™" je univerzilna
plynova konstanta

nRT
7dS — ——dV = 0
V )

AS =nRIn(V,/Vi) = nRIn2.

(2b)
ASie, = —AQ/Ty = —nRIn2 (1.4.10)
(3)
AW = Vlvz pdV = ”Tf In2 (1.4.11)

(4) Aby sme dej mohli povazovat za izotermicky, musi prebiehat natolko po-
maly, aby sa v kazdom okamihu infinitezimalnej expanzie plynu jeho teplota
vyrovnala na Tgy. To mozno docielif tak, ze tlak vzduchu na druhej strane pre-
pazky piestu je len infinitezimalne mensi ako je tlak v pieste. Tento rozdiel,
akokolvek maly, vedie k narastu entropie (pozri rovnica v nasleduju-
cej Casti) sustavy plyn + rezervoar tepla + vzduch na druhej strane prepazky,
a spontanne konanie prace celou sustavou je v silade s druhym zakonom.
Na druhej strane, ak by bol rozdiel tlakov vyrazny, stustava by sa v do-
sledku expanzie objemu schladila a teplo by prechadzalo z rezervoaru do
plynu nerovnovazne, ¢o by viedlo k nérastu entropie (pozri rovnica
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v nasledujicej casti). Dej by v taktom pripade nebol izotermicky, pre velmi
velku rychlost expanzie by sa charakterom blizil k adiabatickému deju.

Uloha 1.4.2 Carnotov cyklus pozostdva zo Styroch dejov uzavretého mnoz-
stva latky v pieste: (1) izotermickd expanzia pri kontakte s teplotnym re-
zervodrom s teplotou 77, (2) adiabatickd expanzia na nizsiu teplotu druhého
chladiaceho teplotného rezervoaru s teplotou Ty < T3, (3) izotermickd kom-
presia pri kontakte s chladiacim rezervodrom a (4) adiabatickd kompresia
na teplotu rezervoaru 77, do pociato¢ného stavu latky. Dokéazte, ze i¢innost
konania prace takéhoto piestu bude

A T, — 15
- < :
Q1 T

kde A je praca, ktoru piest vykona za jeden cyklus a ), je teplo prijaté od
teplejsieho rezervoaru za jeden cyklus. Vysvetlite, preco v pripade vratného
Carnotovho deja bude v tomto vysledku platit rovnost.

Pri rieseni vyuzite len tieto tvrdenia: (a) zmena entropie urcuje pri izo-
termickom deji mnozstvo prijatého alebo odovzdaného tepla, (b) pri adiaba-
tickom rovnovaznom deji sa entropia nemeni, (¢) zmena entropie plynu pri
kruhovom deji musi byt nula a (d) platnost prvého zédkona termodynamic-
kého. Evidentne tento vyznamny vysledok nezavisi od materidlnej podstaty
latky, a teda ide o maximalnu pripustnu uc¢innost Iubovolného stroja pracu-
juceho medzi dvoma rezervoarmi tepla.

" (1.4.12)

Priklad 1.4.3 Ako sa zmeni entropia sustavy oboch rezervoarov a pracov-
ného plynu v pieste pri vykonani prace A pocas jedného pracovného cyklu
s ucinnostou 7?7 Teplota rezervoarov, medzi ktorymi piest pracuje, nech je T}
a Ty <Tj.
Riesenie:

ASie, = —Qi/Ti — Q2/T5
= —Q1/Ti+(Q1— A)/Ty = —A/(T1) + (A/n — A) /T,

—A<1+1 1>_A<T2+1)
0L 0T 1) T\ T 1

Podla (1.4.12)) je vyraz v zatvorke nulovy v pripade vratného deja.
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1.5 Entropia a prechod do rovnovazneho stavu

Podla druhého zdkona termodynamického uzavretd izolovanda sustava
moze spontanne prejst z jedného makrostavu do druhého len vtedy, ak jej
entropia pri tom narastie, AS > 0. Ak uz pri danych (nemennych) stavo-
vych parametroch narastat nemoze, potom je maximélna a ststava je v rov-
novaznom stave. Za stavové parametre, ktorych hodnota jednoznacne urci
rovnovazny stav, si v nasledovnom vyberieme vnutornu energiu U, objem V'
a latkové mnozstva jednotlivych zloziek n,,.

V rovnovaznom stave mozeme parametre U, V' a n, menif pomalym ko-
nanim objemovej rovnovaznej prace 0Wgr = —pdV a rovnovaznou vymenou
tepla s okolim 0Q)r. Stustava takto prejde do makrostavu s maximélnou en-
tropiou pre aktudlne hodnoty U’, V' a n., rovnovazne, nevratnd praca bude
nulova a pre zmenu entropie v dosledku zmien parametrov dU = U’ — U,
dV =V’ -V a dn, = nl, — n, ndjdeme pomocou rovnice vyjadrenie:

1 o
—dU+ Pav - % %dna. (1.5.1)

dsS =
T T

Jeho porovnanim s Taylorovym rozvojom entropie ako funkcie vnutornej
energie, objemu a latkového mnozstva nachddzame vzfahy:

0S 1 oS P oS

o5 _1 _65 p _ Ha
oul,. ~ T oV

T )

(1.5.2)

b
U T ong

UV,

ktoré predstavuji vyjadrenia ostatnych stavovych parametrov (7, p a pe)
pomocou vybranych stavovych parametrov U, V' a n,, ak pozndme entropiu
ako ich funkciu S(U,V,ny, ... ny).

Majme dve izolované sistavy, ktoré maju rozdielnu teplotu, tlak a che-
micky potencial kazdej svojej zlozky. V tejto pociatocnej situacii mala prva
stustava entropiu S; a druhda sustava entropiu S,. Potom ich uvedieme do
kontaktu tak, ze ako celok budu tvorit uzavreti izolovanu sustavu. Pretoze
entropiu sme zaviedli ako extenzivnu veli¢inu, bude entropia spojenej su-
stavy S = S; + 55 a teda aj dS = dS; + dS;. Pocas celého nerovnovaz-
neho procesu spojenej izolovanej sustavy budi nemenné veli¢iny celkového
objemu V = Vi + V5, celkovej vnitornej energie U = U; + Uy a celkového
latkového mnozstva vsSetkych zloziek n, = mnq1 + nga2. Preto bude platit
dU = dU; + dU,; = 0, t. j. dU; = —dU; a podobne pre dV a dn, a podla
rovnice bude pre zmenu entropie po spojeni a ustaleni platit

1 1 D1 p2) <Ma1 Ma2)
ds= (= —=)d Pr_ P23 gy, — 1 He2)) g >
S <T1 T2> U1+(T1 T, Y Xa: T, T, M 2 0

(1.5.3)
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B - - -

Uy, Vi,m1,T1,p1, 51 U, Va, 2, Ts, p2, S2

o - - -

U=U1+U,V=Vi+Vo,n=n1+ns U; —l—dUZ,V—l—dV“nl—l-dn“T +dT;, p; + dp;

(c) t=[dt (c)

U:Ul+U27V:Vvl+‘/27n:n1+n25T7paS

Obr. 1.5.1: (a) Dve oddelené sustavy si na zaciatku kazdd vo svojom rov-
novaznom stave. (b) Ich kontakt realizujeme tak, Ze ich celkovd vnitorna
energia, objem ani pocet ¢astic sa nezmeni. (c) Po uréitom case sa spojend
stustava dostane do nového rovnovazneho stavu, ktorého entropia je vyssia
ako sucet entropii oboch sistav pred ich kontaktom. (a’),(b’),(c’) ilustruji
vratny prechod dvoch oddelenych ststav medzi tym istym pociatoénym a ko-
necnym stavom spojenej sustavy pomocou ich vnorenia do rezervoarov, ktoré
maju velmi pomaly menené svoje stavové velic¢iny.

Ak by sa od seba lisili iba pociatocné teploty, potom na splnenie tejto nerov-
nosti najdeme

1

1
s = ( - ) AU, + pdVy = Y pradna, | > 0. (1.5.4)
T Ty o ’

Vyraz v druhej zatvorke ma vyznam tepla 6()1, ktoré prijala prva podsustava.
Tato nerovnicu mozno splnit len ak

(SQl <0aT;>1Ts (155)
alebo
5@1 >0aT; <1y (156)

t. j. teplo prechadza z teplejsej podsistavy na chladnejsiu. Tato tvaha ko-
responduje s kvalitativnou diskusiou pojmu teplejsieho a chladnejsieho telesa

v Casti Vidime tiez, ze T = g—g, stavovy parameter zavedeny formélne
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rovnicou ([1.4.9)), m4 ti vlastnost, Ze ak sa pre dve sistavy zhoduje (77 = T3),
tak po ich uvedeni do tepelného kontaktu nedojde medzi nimi k vymene tepla
(0Q1 = 0Q2 = 0). Ide teda naozaj o mieru teploty sustavy, tak ako takuto
veli¢inu empiricky chapeme.

Ak by sme uvazovali, ze ustanovenie priebeznej rovnovahy v kazdej pod-
stustave je vyrazne rychlejsie ako ich vzajomné vyrovnanie, potom hovorime,
ze kazda z podsustav je aj v priebehu ich vzajomného vyrovnavania v stave
svojej vlastnej lokdlnej rovnovdhy. Potom na zaklade rovnic ((1.5.5) a ((1.5.6)
mozeme v linearnom priblizeni pisat ﬁ

6y =—Lo(Th — 1), (1.5.7)
dt
kde Lq je koeficient nezavisly od rozdielu teplot, ale zavisly od lokalnych
rovnovaznych parametrov sistavy. Neskor uvidime, Ze koeficient Lg stvisi
s tepelnou vodivostou latky a koeficientom prestupu tepla.

Ak pouzijeme linedrny nerovnovazny vztah Vv rovnici pre narast
entropie , pricom v linearnom priblizeni pre blizke teploty T a T,
pouzijeme vyjadrenie

1 1 T, — T, T, + 15
P T = 1.5.8
T, T T2 2 7 ( )
najdeme
LQ 2

matematické vyjadrenie pre narast entropie v désledku vyrovnavania teplot
medzi dvoma podsuistavami. Koeficient Lg musi byt kladny, aby bol splneny
druhy zakon termodynamicky, t. j. aby entropia rastla.
Podobnym postupom mozno najst vztah pre relaxaciu objemu, ak by sa

lisili iba tlaky,

dVi Ly

— = —(p1 —Dp2),Ly > 0. 1.5.10

dt T (p1 —p2), Ly ( )
Objem podstistavy s pociatocne vyssim tlakom bude teda narastaf na trok
objemu druhej podsustavy. Koeficient Ly stivisi s objemovou viskozitou latky
a vyraz pre narast entropie nadobudne tvar

Ly

(p1 — p2)*dt. (1.5.11)

6Predpokladdme, Ze kazda z podsistav nadobudne stav svojej lokalnej rovnovéhy za
interval Casu ovela kratsi ako uvazovany prirastok casu dt.



KAPITOLA 1. TERMODYNAMIKA 29

Nakoniec, ak teploty aj tlaky podststav si rovnaké a lisili by sa pocia-
tocné hodnoty ich chemickych potencidlov, najdeme vztah pre difiziu zlozky
a medzi podsuistavami

dna,l La

q = —? (,ua’l — /ULOQQ) , L, > 0. (1512)

Moélové mnozstvo latky v podsustave, kde je jej chemicky potencial na za-
ciatku vyssi, bude klesat a tato zlozka bude difundovat do druhej podsustavy.
Koeficient L, suvisi s koeficientom difuzie zlozky «.

Ak by podsustavy boli v nerovnovahe tak, ze sa od seba odlisuju vo viac
ako len jednej stavovej veli¢ine, potom moze dochadzat aj k skriZenym javom
— rozdielne chemické potencidly mézu viest k prenosu tepla a zmene objemu.

Nerovnost (1.5.3]) zapiSseme v tvare

(iif = ZXzYz >0 (1.5.13)

(2

kde X; nazyvame termodynamické sily (napr. X = 1/71 —1/T3), a ¥; k nim
patriace termodynamické toky (napr Yy = CL—?). Na splnenie tejto nerovnosti
v linedrnom priblizeni vzhladom na termodynamické sily musi platit

Y, =3 LyXy (1.5.14)
k

kde L;; musi byt kladne definitnd matica. Koeficienty L;, sa nazyvaju On-
sagerove koeficienty. Uvedené rovnice predstavuji Specidlny priklad linear-
nej nerovnovaznej termodynamiky: problém dvoch homogénnych podsistav
mozno zovseobecnit na vseobecné hladanie zakonitosti pre nehomogénne su-
stavy, comu sa budeme venovat v casti |5.2]

Uloha 1.5.1 V texte sme opisali nerovnovazny pristup k vyrovnavaniu tep-
loty dvoch pdévodne izolovanych stistav. Opiste ako mozno zrealizovat rovno-
vazny proces vytvorenia tepelného kontaktu tychto stustav, ak mame k dis-
pozicii rezervoar tepla, ktorého teplotu dokazeme nastavit na lubovolna hod-
notu. Vypocitajte narast entropie takejto spojenej sustavy v doésledku vyrov-
nania ich tepldt, ak jednotlivé sustavy predstavuji idedlny plyn.
Vysledok:

T T
AS = CV,I ln(T/Tl) + CV,Q ln(T/TQ), T = CV,l 1T CV’2 2
Cyi+ Cye

9

kde Cy 1(2) je tepelna kapacita plynu 1(2) pri nemennom objeme.
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Uloha 1.5.2 V tilohe bola v druhom kroku Carnotovho cyklu uvazo-
vana adiabatickd expanzia sistavy, t. j. sustava tepelne izolovana spontdanne
zvicSovala svoj objem a konala tym pracu. Vysvetlite, v ¢om spocival na-
rast entropie pri nerovnovaznej expanzii stustavy pomocou rovnic (|1.5.10)
a (L.5.11)). Ako mozno docielit, aby bol tento dej rovnovdzny? Akym smerom
sa v tomto pripade bude menif objem sustavy, bude expandovat alebo sa
bude stlacat?

1.6 Derivacie stavovych velicin a loha me-
rani

V Casti sme pre sustavu, ktorej rovnovazny stav je uréeny stavovymi
velicinami S, V' a n; nasli vyjadrenie pre prirastok vnutornej energie v tvare

([T.4.9),

dU = TdS — pdV + > padn, (1.6.1)

Tento vyraz respektuje rozdelenie zmeny vnutornej energie na mnozstvo rov-
novazne prijatého tepla 6Q g = TdS a mnozstvo rovnovazne vykonanej obje-
movej prace na sustave 6Wr = —pdV.

Ak tento vzfah porovname s vyjadrenim diferencidlu vnutornej energie
ako funkcie stavovych premennych S, V a n,,

dU = gsds + —dv + Z dna, (1.6.2)

najdeme priame vyjadrenia na urcenie dalsich délezitych stavovych veli¢in —
teploty, tlaku a chemického potencidlu zlozky «,

ou ou ou

T= 5 y P=— 4575 ) Ha =
oS Ve 9)% Sima

(1.6.3)
ano‘ S\ VngLa

Pomocou tychto vztahov by sme priamym derivovanim nasli teplotu alebo
tlak sustavy, ak by sme poznali vnitorni energiu ako funkciu entropie a ob-
jemu. Bohuzial, v praxi sa ovela castejsie stretavame s vyuzivanim prave
teploty a tlaku ako riadiacich stavovych veli¢in, nakolko ich hodnotu vieme
v experimente najlahsie nastavit. Toto odzrkadluju aj termodynamické cha-
rakteristiky latok, z ktorych najddlezitejsie v tejto podkapitole zavedieme.
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Ukazeme si, ako pomocou tychto charakteristik vieme urcit vnitorna ener-
giu, objem alebo entropiu Studovanej sustavy. Tejto otazke sa venuju casti

C7al8

Tepelni kapacitu pri konstantnom objeme definujeme vztahom

_9Q
9T

U

Cy =
, T

(1.6.4)

v
Tato velicina nie je lahko meratelna pre kvapaliny alebo tuhé latky, nakolko
udrziavat objem latok nemenny pri zmene teploty vyzaduje regulaciu vonkaj-

sieho tlaku. Preto sa definuje experimentéalne pristupnejsia velic¢ina — tepelnd
kapacita latky pri konstantnom tlaku,

_ Q| _ 08

“=or| = "or

, (1.6.5)

p

kde sme vyuzili, ze podla rovnice je pri rovnovaznej zmene malé mnoz-
stvo prijatého tepla rovné zmene entropie prenasobenou aktualnou termody-
namickou teplotou.

Vniitorna energia a entropia su extenzivne veliciny, t. j. imerné mnoz-
stvu latky, a preto sa zavadzaji hmotnostné tepelné kapacity ¢y = Cy/m
alebo ¢, = C,/m, kde m je hmotnost uvazovanej latky. Hodnoty hmotnostne;
tepelnej kapacity troch reprezentacnych latok su v tabulke [I.1]

Hmotnostnt tepelnt kapacitu pri konstantnom tlaku mozno dobre merat.
7 merani vieme, ze tato veli¢ina vo vseobecnosti zavisi od teploty a tlaku pro-
stredia, v ktorom sa latka nachadza. Pomocou termodynamickych vztahov
mozeme uréit, do akej miery namerand zavislost ¢,(7,p) pre ur¢iti konkrétnu
latku, urcuje ostatné termodynamické veliciny, napr. ¢y (T,p). Odpoved na
tito otdzku najdeme v priklade [I.8.1]

Koeficient teplotnej rozpinavosti latky sa definuje vztahom

10V

B= a7 ,, (1.6.6)

a urcuje maly prirastok objemu latky AV, ktorej aktualny objem je V a jej
teplota sa zvysi o prirastok teploty AT,
AV = VyBAT. (1.6.7)

Uvedomme si, ze nakolko prirastok objemu aj samotny objem st extenzivne,
tak koeficient [ uz extenzivna veli¢ina nie je a ma zmysel ju uvadzat v ta-
bulkach pre rozne latky. Prave z tohto dovodu bol koeficient rozpinavosti
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litka | p (g/em®) ¢, (J/keK)) x (1/Pa) 5 (1/K)

Al 2.7 900 1/(76.109)  66.10°°
voda 1,0 4200 1/(2,2.10°  2.10*
vzduch | 1,3.1073 1000 1/10° 1/300

Tabulka 1.1: Typické hodnoty rovnovaznych termodynamickych charakteris-
tik latok pri 7' = 300K a p, = 10° Pa.

zavedeny spolu s objemom ldtky v menovateli v rovnici ([1.6.6). Hodnoty
koeficientu rozpinavosti pre tri reprezentacné latky st v tabulke [1.1]
Koeficient stlacitelnosti latky sa definuje vztahom

10V

a urcuje maly prirastok objemu latky AV, ktorej aktudlny objem je V' ak jej
tlak sa zvysi o prirastok Ap pri konstantnej teplote prostredia,

AV = =VorAp. (1.6.9)

Znamienko minus je zavedené z toho dovodu, aby samotny koeficient bol pre
latku kladny. Hodnoty koeficientu stlacitelnosti pre tri reprezentacné latky
su v tabulke [[L1l

Znalost takto zavedenych a experimentalne meratelnych veli¢in umoz-
nuje preformulovat vyjadrenie pre narast hmotnostnej vnutornej energie u z
tvaru (vyjadreného na jednotku hmotnosti latky) na vyjadrenie pomo-
cou zmien priamo meratelnych parametrov, ako st napriklad teplota a tlak,

du = (¢, dT — ...) + (...) dp,
alebo teplota a objem,

du = ¢y dT + (—pTﬂ> dy.
K

Tento vztah odvodime v priklade Takto vyjadrené prirastky hmotnost-
nej vnutornej energie mozno vyuzit na tvorbu termodynamickych tabuliek
pre hmotnostni vniatorna energiu latok, pre ktoré mame zmerané zavislosti
hustoty, tepelnej kapacity a koeficientov rozfaznosti a stlacitelnosti ako fun-
kcie teploty a tlaku alebo teploty a hustoty.

Priklad 1.6.1 Koeficient objemovej stlacitelnosti vody pri atmosférickom
tlaku a teplote 20°C je k = 4,7.10719Pa~!. Ak sa zvysi tlak pdsobiaci na
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vodu o 10-nasobok atmosférického tlaku, Ap = 10p, = 10° Pa, bude relativna
zmena objemu
AV
- —kAp ~ —4,7.107* &~ —0,05% (1.6.10)
Vodu teda mozeme pri beznych kolisaniach tlaku povazovat za nestlacitelna.
Koeficient teplotnej rozpinavosti vody pri 20 °C a atmosférickom tlaku je
S =2,0.107*°C~!. Relativna zmena objemu vody pri zohriati o Af = 30°C
bude
AV
V= BAG ~2,0.107%.30 ~ 0,6% (1.6.11)
S teplotou sa teda voda rozpina velmi malo, no tento efekt bude vyraznejsi
pri beznych procesoch ako vplyv tlaku na hustotu. Zmena hustoty kvapaliny
s teplotou je klticovo dolezita pri vzniku prirodzeného pridenia ako napriklad
prudenie vody v ohrievajicom sa hrnci.

Uloha 1.6.2 Z4vislost hustoty vody od teploty pri atmosférickom tlaku je
nelinedrna (Obr. [1.6.1)), s maximom pri § ~ 4°C [10]. Odhadnite, nakolko
sa zmeni koeficient teplotnej rozpinavosti ohriatim vody z teploty 20°C na
80 °C pomocou grafu na obrazku

1000
990

980

plkg/m?]

970

960

20 0 20 40 60 80 100
9[°C]

Obr. 1.6.1: Graf zavislosti hustoty vody od teploty pri atmosférickom tlaku.
Hustota vody pri 4 °C je vyssia ako pri bode mrazu, hoci tento rozdiel je len

0,02%.

Priklad 1.6.3 Teplota, objem a tlak plynov spiﬁajfl s dobrou presnostou
stavovu rovnicu idealneho plynu

pV =nRT, (1.6.12)
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kde n je latkové mnozstvo plynu a R = 8,314 J. K™ ! je univerzalna molové
plynova konstanta. Najdite koeficienty objemovej stlacitelnosti a teplotnej
rozpinavosti vzduchu v standardnom stave, t. j. pri p = p, = 101kPa a
6° = 25°C.

Riesenie: Podla ,

10V pa O nRT® 1
L =—~107°P 1.6.13
Vodp ~ nRT° Op p | _,  Pa v )
a podla (1.6.6),
19V p, 0 nRT 1 g ot
=—= = — = ~34.107% °C 1.6.14
P=%,96 = wRT° 0T ps rge T (16.14)

Vidime, ze v porovnani s vodou je vzduch asi 10-krat teplotne rozpinave;jsi
a 100 000-krat stlacitelnejsi.

1.7 Volna energia a praca

V typickych situacidch sa fyzikalne stistavy nachadzajia v kontakte s prostre-
dim, ktoré charakterizujeme teplotou, tlakom, alebo chemickym potencialom.
Sustava v kontakte s prostredim neméa vo vSeobecnosti nemennt vnitorni
energiu, objem ani pocet castic. Preto rovnovazny stav stustavy bude zavisiet
od teploty a tlaku prostredia a nemozno ho hladat ako stav s maximélnou
entropiou, ako je to v pripade nemennej vnitornej energie, objeme a pocte
Castic. Na hladanie rovnovaznych stavov sustav (tuhych latok s réznymi krys-
talickymi struktirami, magnetickym usporiadanim, supravodivym usporia-
danim e.t.c.) pri znamych vonkajsich podmienkach (teplota, tlak, magnetické
pole...) ndm slazia termodynamické potencidly ako je napriklad volna energia,
entalpia alebo Gibbsova volna energia.

Volni energiu definujeme vztahom

F=U-TS. (1.7.1)

Pouzitim 1. a 2. zdkona termodynamického vo forme rovnic ((1.3.14]) a ((1.4.6])
najdeme pre jej rozdiel medzi dvoma blizkymi rovnovaznymi stavmi vyraz

dF = 6Q+0W + 3 padn, — TdS — SAT (1.7.2)

dF < —SdT +0W + > padng (1.7.3)
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Najdent nerovnost mozno interpretovat podobne ako sme interpretovali na-
rast entropie pre izolovanu sustavu s obmenou toho, ¢o povazujeme za ne-
menné: pri nemennej teplote rezervoaru, s ktorym je sustava v kontakte,
a nemennom pocte Castic musi pri spontannom deji|Z| volna energia klesat
(dF < 6W < 0) a v rovnovaznom stave nadobudne minimum.

Na druhej strane, ked je uz ststava v rovnovahe, plati rovnost a pre zmenu
volnej energie ziskame vyjadrenie (napr. pri vyjadreni mechanickej prace ako
objemovej rovnovaznej prace 0W = —pdV)

dF = —SdT —pdV + > pedn, (1.7.4)

Zavedenim volnej energie sme presli od vnutornej energie, uvazovanej ako
funkcie stavovych parametrov entropie a objemu U(S,V), k volnej energii
ako funkcii teploty a objemu F(T,V), pricom novi nezavisli premennt —
teplotu — zavadzame predpisom

ou
T=—. 1.7.5
53 (1.7.5)
V matematike sa podobna zamena premennych nazyva Legendrova transfor-
macia: f(x,y) = g(z,y) kde z = % a

g(’zuy) = f(m(y,Z),ZD - Zx(yuz)a
dg = df — zdx — zdz
0
= zdx+ —fdy — zdx — zdz
dy
0
= —xdz+ —fdy.
Ay
Vdaka vzajomnému zruseniu sa ¢lenov zdx vieme néjst predpis pre dg pomo-
cou zmien jej premennej z bez toho, aby sme poznali konkrétny tvar z(y,z).
Ak sa vratime k vSeobecnému tvaru nerovnosti ((1.7.3)) a budeme uvazo-
vaf ststavu s nemennym latkovym mnozstvom, potom vo vSeobecnosti prica,
ktoru sustava moZe vykonat pri kontakte s teplotnym rezervoarom s nemen-
nou teplotou je

JA=—6W < —dF|, (1.7.6)

A teda maximdlna préca, ktorta stustava v kontakte s teplotnym rezervoa-
rom dokaze vykonat, je dana poklesom volnej energie medzi pociatoénym
a koncovym stavom,

AA=F(WT)—F(V,yT) (1.7.7)

"Dej bude spontdnny, ak sistava kond kladnd pricu, t. j. praca konand na ststave je
zaporna W < 0.
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Tato vlastnost je aj dovodom, preco sa veli¢ina F' vola ,,volna“ energia.

Priklad 1.7.1 N&ajdite vztah pre zmenu vnitornej energie pri malej zmene
teploty a objemu latky (dn, = 0), vyjadreni pomocou koeficientu objemovej
teplotnej rozpinavosti S a koeficientu stlacitelnosti x.

RieSenie: Zmena vnuitornej energie je podla rozdelenia na teplo a pracu (pri
nemennom pocte ¢astic) dand pomocou stavovych premennych S a V|

dU = TdS — pdV, (1.7.8)

t. j. ako diferencidl funkcie U(S,V). Teraz chceme prejst na jej opis ako
funkcie U = U(T,V), zrejme pomocou nejakého vztahu S(T,V'). Preto ak

ou ou
dU = T VdT+ v TdV (1.7.9)
potom
ou ou ou| oS O*F Op
- = = il ol R SN APy s
v, ~ av|,Tas|, av, T P avar ~ P ar),
kde sme pouzili vztahy
ou ou
b=~ 5| 2 T= gg| vodn CT9 (1.7.10)
oF or
= — = — — dla (1.7.4 1.7.11
S aTVap aVTpO a (L.7.4) (1.7.11)

aT
existovat vzdjomny vztah (dve stadia na jednoznaéné urcenie rovnovazneho

stavu) V =V (p,T) Ak tento implicitny vztah zderivujeme podla teploty pri
konstantnom objeme, nachadzame identitu

Derivacia @‘V obsahuje tri stavové premenné p, 7" a V', medzi ktorymi musi

ov

:5’8‘/ gg g‘; égg :_;Tgpzﬁ (1.7.12)
Dl 1% P 1% TP‘T k
takze nachadzame
ou I6]
—| =—-p+T- (1.7.13)
v |, K
Derivacia g—g‘v ma priamo vyznam tepelnej kapacity pri konstantnom
objeme nakolko
0Q dU + pdV ou
Y oary, ar |, oT|, (L.7.14)
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Preto hladané vyjadrenie pre mali zmenu vnutornej energie bude
T
dU = CydT + <—p + 6) dVv (1.7.15)
K

Tento vztah, prepocitany na jednotku hmotnosti latky vyuzijeme neskor pri
odvadzani rovnice vedenia tepla pre stlacitelna latku.

Na druhej strane, toto vyjadrenie pre zmenu vnitornej energie je aj
prakticky velmi vyhodné, nakolko vsetky v nom vystupujice charakteris-
tiky Cy, 8,k ako aj veli¢iny p a T st priamo experimentalne meratel’néﬂ
Zmeranim hodnot Cy, 8, k pre rézne hodnoty tlaku a teploty pre konkrétnu
latku dostavame uplny opis jej termodynamickych vlastnosti.

Priklad 1.7.2 Uvazujte malu cast velkej stustavy s teplotou T'. Volna energia
malej casti bude F' = U’ —TS’'. Ukazte, Ze z podmienky minima volnej ener-
gie a stability sustavy vo¢i malym fluktudciam vyplyva, ze tepelna kapacita
pri konstantnom objeme musi byt kladnd, t.j. Cy > 0. (Termodynamické
nerovnosti, [8])

Riesenie: Uvazujme fluktudciu v malej casti, pri ktorej ostane jej objem
nezmeneny. Jej vnutorna energia bude potom len funkciou jej entropie a uva-
zovanim Taylorovho rozvoja tejto zavislosti do druhého radu najdeme 60U’ =
gg,/ 55"+ %gfg%/ (658" =TS+ %g;% (65")%. Z minima volnej energie vyplyva,
ze pri fluktuacii — malom vychyleni sa malej casti z rovnovazneho stavu —
musi platit 6F’ > 0, ¢o po dosadeni najdeného rozvoja vedie na nerovnost

102U’
OF =6U' — TS = = 55?2 > 0.
2 aS/Q( ) -
Musi teda platit nerovnost gf;{; > 0. Presvedcime sa, ze tento vyraz suvisi

s tepelnou kapacitou:

ou ou oS oS

C = — = — = Tﬁ)
YT ar|,  aser  ar
t. j. % = C;F—V Na druhej strime z T = g—g ndjdeme derivovanim (stéle pri
konstantnom objeme) g—g = ng, a preto nakoniec
T 0%U
— = —5 > 0.
Cy 08

8Cy = mey vyjadrujeme pomocou hmotnosti latky m a hmotnostnej tepelnej kapacity
cy. cy nie je lahko priamo meratelnd, ale d4 sa vypocitat z c,, ktord je najvhodnejsia na
priame meranie — pozri priklad v nasledujtcej kapitole.
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Pretoze absolitna teplota je vzdy kladna, musi byt kladna aj tepelna kapacita
akejkolvek malej casti skiimanej stustavy.

1.8 Entalpia a tepelna kapacita

Pri ttvahach o toku energie pri konvekcii tepla v prietokovych reaktoroch
v Casti[4.3]sa stretneme s dalsim termodynamickym potencidlom — entalpiou.
Entalpiu ststavy v rovnovahe definujeme vztahom

H=U+pV (1.8.1)

Zmena entalpie prudiacej tekutiny cez reaktor pri ur¢itom nastaveni tlaku na
vstupe a vystupe sa rovna celkovej praci a teplu dodanému latke v reaktore

(Obr. [1.8.1). Ak do reaktora za At vstipi potrubim objem latky V;, ktory

Va, pa

w

Obr. 1.8.1: Na vyjadrenie bilancie energie v prietokovom reaktore uvazujeme
skimané mnozstvo latky, ktoré sa v ¢ase ¢ = 0 nachadza vnutri obasti vy-
znacenej modrou a zltou hranicou. Za interval ¢asu At sa tato latka presunie
tak, ze sa nachadza vnutri oblasti ohranicenej zltou a ¢ervenou hranicou. V
potrubi na vstupe vykona za tento ¢as ,ind“ latka nalavo od modrej oblasti
na skuimanej latke pracu p;Vi, kym na vystupe vykond skiimana latka na
dalsej inej latke v potrubi pracu poVs.

ma vnutornu energiu Uj, pricom na vystupe za tento interval ¢asu vystipi
latka s objemom V5 do potrubia s tlakom ps, potom v ustalenom rezime bude
zmena vnutornej energie latky prechadzajicej reaktorom dané bilanciou

(Uo +Uz) = (U +Up) =piVi = pVo + W +Q (1.8.2)

kde Uy je vnitornad energia latky v objeme vyznac¢enom zltym okrajom na
Obr. [L.8.1 W celkova praca vykonand na latke vnutri reaktora a @) teplo
dodané za tento prirastok casu. Upravou dostaneme pre zmenu entalpie

AH =AU +pV) =W +Q. (1.8.3)



KAPITOLA 1. TERMODYNAMIKA 39

Ustédleny rezim vyzaduje, aby hmotnost vstupujicej a vystupujicej latky
bola rovnaka, preto uvedeny vztah mozno zapisat aj pomocou hmotnosti
latky, ktoré prechddza reaktorom za jednotku ¢asu m v tvare

mAh = P+ Jo (1.8.4)

kde Ah je zmena hmotnostnej entalpie latky v dosledku jej prechodu reakto-
rom a P =dW/dt a Jo = dQ/dt. V tychto tvahéch je zanedbany prispevok
kinetickej ¢i potencialnej energie v gravitacnom poli, ktoré su typicky v prie-
myselnych a energetickych aplikdciach zanedbatelné. K formulacii tejto prob-
lematiky z pohladu mechaniky kontinua je preberand v casti[d] v tilohe

V Specidlnom, ale z hladiska vyvoja termodynamiky vyznamnom pripade
Joulovom—Thomsonovom jave, ,reaktor“ predstavuje perforovani zatku, cez
ktori volne expanduje plyn z vyssieho tlaku na nizsi. Joulov—Thomsonov
proces mozno povazovat za priblizne izentalpicky.

Hoci aj pre entalpiu mozno podobne ako pre volni energiu sformulovat
princip minima plany pri urcitych podmienkach, jeho pouzitie nie je velmi
praktické. Naopak, velmi ¢asto sa vyuziva princip minima dalsieho termody-
namického potencidlu — Gibbsovej volnej energie, a to najméa v oblasti ma-
teridlového inzinierstva, chémie a fyziky kondenzovanych latok (pozri tiloha
1.8.3)).

Entalpia je Legendrovou transformaciou vnitornej energie, ak zamiename
nezavisli premennt V na p. Z definicie, derivovanim, pre infinitezimalnu
zmenu entalpie nachadzame

dH = dU + Vdp +pdV =TdS + Vdp + > ptana (1.8.5)

z ¢oho plyna termodynamické vztahy

oH
Y ap

oH

of OH
03

=V
T Ong

= llq- (1.8.6)

psna S:”a S,p,na/

Ak sa vratime k zdkladnej forme 1. zdkona termodynamického
a budeme uvazovat sustavu s nemennym latkovym mnozstvom, na ktorej je
konana len objemova praca rezervoarom, potom teplo, ktoré sustava musi
prijat, je dané zmenou entalpie,

6Q = dU +pdV = dH|, (1.8.7)
S tymto suvisi aj definicia tepelnej kapacity pri konstantnom tlaku,
) OH OH| 0S a8
C, = 098 _ = =T (1.8.8)

—dr|  or|  3S| dT or
p p p P p
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Priklad 1.8.1 Vyjadrite vztah medzi tepelnou kapacitou pri konstantnom
tlaku a tepelnou kapacitou pri konstantnom objeme pomocou koeficientov
B a k. Porovnajte ich velkost pre hlinik v standardnom stave (7" = 300K
a p, ~ 10°Pa).

RiesSenie:
0Q oUu ou| 0S8 oS
Cv dr|,  oT|, 0S|, oT|, = oT|, (189)
preto
oS oS
Cp—CV—TaTL—TaTV (1.8.10)

Pozname diferencial entropie ako funkcie U a V' (1.5.1]). Ak si predstavime
entropiu ako funkciu 7" a V' potom

oS S os| oV
—| = = —| == (1.8.11)
oT » or\,, ov|, oT »
a preto
08 v dp| oV
p p
kde sme pouzili (1.7.11)) na dpravu
oS 0?F dp
avl|,  oTov — oT|, (18.13)

Nakoniec vyuzijeme uz ziskany vztah ((1.7.12) a ziskame hladané vyjadrenie

ov 2
(55,) e
o T

Predelenim s hmotnosfou dostaneme vztah pre hmotnostné kapacity,

T 3
—Ccy = —— 1.8.15
Cp — Cv o K ( )
Pouzitim typickych hodnot z tabulky najdeme ¢, — ¢y ~ 37J/(kg.K).
Vzhladom na to, Ze pre hlinik je ¢y ~ 1000 J/( kg.K), je rozdiel tychto dvoch
veli¢in pre hlinik (a aj pre vacsinu tuhych latok a kvapalin) relativne maly.
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Uloha 1.8.2 Vnitorné energia jedného molu idedlneho plynu pozostévaji-
ceho z dvojatémovych molekil je danad vztahom U(T) = (5/2)RT, kde R je
univerzalna plynova konstanta. (a) Najdite molovi tepelni kapacitu idedl-
neho plynu pri konstantnom objeme, (b) Pouzitim vSeobecného vztahu pre
rozdiel hmotnostnych kapacit pri konstantnom tlaku a objeme sa presvecte,
ze pre 1 mol idedlneho plynu plati

C,—Cy =R.

Pri vyjadreni moézete pouzit vysledky prikladu [1.6.3]

Uloha 1.8.3 Gibbsova volna energia ststavy sa definuje vztahom
G=U-TS+pV (1.8.16)

a obsahuje aditivny ¢len z definicie volnej energie F' aj entalpie H. V analdgii
s uvahami spravenymi pre volni energiu ukazte: (1) Gibbsova volna energia
sustavy v kontakte s rezervoarom tepla s teplotou 7' a s rezervoarom ob-
jemu s tlakom p nadobida v rovnovdznom stave minimum, (2) diferencidl
Gibbsovej energie pri malej zmene rovnovazneho stavu je dany predpisom
dG = =SdT + Vdp + X, tadng, (3) vdaka extenzivnosti G a n, musi pla-
tit G = Yo fala, kde po = po(T\pni/n,...np/n) an = 3, ne, (4) plati
identita >, nodp, = 0 (Duhamov vztah).

Princip minima Gibbsovej energie urcuje fazové diagramy pre struktu-
ralne a skupenské fazové diagramy latok v prostredi s danou teplotou a tla-
kom.

Priklad 1.8.4 Parny kotol vytvara prehriatu paru pod tlakom 0,6 MPa s tep-
lotou 180 °C. Na vyrobu 1 tony etanolu sa spotrebuje 19,5 ton takejto vodnej
pary. Z nej 10 ton s teplotou 90 °C v kvapalnom skupenstve sa vracia na za-
ciatok cyklu do kotla, kde sa zmiesava so zvyskom potrebnej vody s teplotou
15°C. Aka je energetickd narocnost vyroby 1 tony etanolu?
Riesenie: Energia, ktord sa v takomto prietokovom procese spotrebuje, je
dana rozdielom entalpie latky na vystupe a na vstupe. Preto pre energeticka
naro¢nost musime vy¢islit zmenu entalpie vody/vodnej pary pri prechode
kotlom. Celkovy rozdiel entalpie vstupujicej a vystupujicej vody/pary vy-
jadrime ako stc¢in hmotnostnej entalpie h = H/m a hmotnosti vody potrebnej
na vyrobu 1 tony etanolu m = 19,5 t.

Inzinieri energetici by ulohu riesili takto: v tabulkach vodnej pary [9] néj-
deme hmotnostni entalpiu nasytenej pary pri tlaku p = 0,6 MPa (nasytena
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para je para v rovnovahe s vriacou vodou) h = 2755,46 kJ/ kg. Pri tejto hod-
note sa docitame, ze teplota varu pri tomto tlaku je . = 158,84 °C a hmot-
nostnd tepelnd kapacita pary ¢, = 2,387kJ/( kg.K). Pomocou tychto udajov
a integrovanim vztahu spocitame entalpiu prehriatej pary (prehriata
— m4 vyssiu teplotu ako nasytend para pri danom tlaku) na vystupe kotla

oh
Cp r— hout = h(ﬁc) + Cp(ﬁout — 196)

a0
— 2806,0kJ/ kg

Voda pred jej ohrevom v kotli sa ziska zmiesanim, pricom hmotnostny zlomok
horticej vody vracajicej sa z vyroby ozna¢me ¢ = 10/19,5 = 0,513. Entalpia
vody vstupujicej do kotla bude dana stuc¢tom entalpii chladnej a horticej vody.
Pre hmotnostnu entalpiu z toho vyplyva

hin = (1 = &)h(pa, 15°C) + ¢h(pa, 90 °C)

Z termodynamickych tabuliek pre vodu [10] najdemd’| h(p,, 15°C) = 63,04kJ/ kg
a h(pa,90°C) = 376,96 kJ/ kg a teda vysledna vstupna entalpia bude hy, =
224,08 kJ/ kg. Energetickd narocnost vyroby 1 tony etanolu bude:

AFE = m(how — hin) = 19,5 x 10> . (2806,0 — 224,08) kJ = 50,3 M.J

Uloha sa d4 riesit aj menej tabulkovo-inziniersky, pomocou tepelnej ka-
pacity vody (merany parameter, c,q = 4,18kJ/(kg.K)), skupenského tepla
premeny vody na paru pri p, (merany parameter [ = 2257,92kJ/kg) a te-
pelnej kapacity vodnej pary pri konstantnom tlaku — ako idealneho plynu
s trojatéomovymi molekulami ¢, = % = 1,85kJ/(kg.K). Tento vypocet ne-
bude az tak presny, lebo zanedbava zavislost skupenského tepla od tlaku
a predpokladé, ze vodna para je idedlny plyn.

9Vsimnime si, Ze tepelnd kapacita vody je podla tychto idajov c,.q = Ah/AY =
(376,96 — 63,04)/(90 — 15) = 4,186 kJ/(kg.K). Na ttto ¢ast vypoctu sme zrejme tabulku
az tak nepotrebovali.



Kapitola 2

Rovnica spojitosti pre latku

V tejto kapitole odvodime parcidlnu diferencidlnu rovnicu, ktort musi spliiat
hustota hmotnosti, tzv. rovnicu spojitosti pre hustotu. V nasledujticich dvoch
kapitolach sa stretneme s podobnymi rovnicami aj pre rychlost alebo hustotu
vnutornej energie latky, ktoré maju podobni struktiru, ale s konceptualne
naroc¢nejsie. S podobnou rovnicou spojitosti, no pre hustotu elektrického na-
boja sa stretavame v kurze elektriny a magnetizmu v suvislosti s 1. Kirchhof-
fovym zdkonom, alebo pri studiu fyziky reaktorov pri opise koncentracie ne-
utrénov. Dobré porozumenie rovniciam spojitosti predstavuje potrebny ma-
tematicky zaklad k stidiu problematiky prestupu tepla. Tradi¢ne téma rovnic
spojitosti byva zaradend do uc¢ebnic mechaniky deformovatelnych telies [I1],
hydrodynamiky [12] alebo nerovnovaznej termodynamiky [13].

2.1 Hustota a rychlostné pole

Nech AV je objem priestoru v okoli polohového vektora 7. V tomto objeme
sa v Case t nachaddza N castic toho istého druhu s hmotnostou m. Hustotu
hmotnosti latky v mieste 7 v Case t nazyvame veli¢inu E],

_Zij\ilm
AV

p(Tt) (2.1.1)

Pretoze sa castice neustale pohybuju, bude ich pocet, a teda aj ich cel-
kova hmotnost v objeme AV fluktuovat. Aby boli tieto fluktuacie hmotnosti
v objeme zanedbatelné voci jej priemernej hodnote, v zmysle centrélnej limit-
nej vety matematickej statistiky, musi byt mozné vybrat taky velky objem,

'Hovorovo, ak neméze ddjst k zdmene, sa ¢asto pouziva nizov hustota, aj ked méme
na mysli hustotu hmotnosti.

43
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v ktorom je ich dostatocné mnozstvo. Preto musi byt objem AV dostatocne
velky.

Na druhej strane, hustota p(7,t) predstavuje lokalnu veli¢inu, ktord sa
od miesta k miestu mo6ze menit. Ak by sme zvolili objem AV prilis velky,
nebudeme schopni tieto rozdiely hustoty medzi susednymi miestami opisat.
Z tohto dovodu musi byt objem AV aj dostatocne maly v porovnani so vzdia-
lenostami, na ktorych sa hustota vyznamne meni (t. j. ked je jej zmena po-
rovnatelna s jej hodnotou).

Objem AV, ktory spliia tieto dve nerovnosti, budeme nazyvat fyzikdlne
limitne maly objem a definiciu hustoty mézeme napisat v tomto zmysle ako
limitu

N
p(rt) = lim Zi:lm.

Jim = (2.1.2)

Pomocou fyzikalne malého objemu mozno zaviest aj pojem rijchlostného
pola latky. V nasledujucej casti uvidime, ze pre castice toho istého druhu je
rychlostné pole ¥(7,t) dané priemernou rychlostou ¢iastociek latky vo fyzi-

Obr. 2.1.1: Fyzikalne maly element objemu AV nachadzajici sa na mieste 7,
v ktorom sa nachadza dostatocne velky pocet castic latky. Tu pre nazornost
st zobrazené len tri. Kazda castica v AV ma urc¢ita rychlost a rychlostné
pole v mieste 7 je dané ich priemernou rychlostou.
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kalne limitne malom objeme v 7 a Case t,

(2.1.3)

2.2 Tok hmotnosti a hustota toku hmotnosti

Tok hmotnosti udava hmotnost latky, ktora prejde vybranou plochou S za
jednotku casu,

Am

= A

[Jn] =kg.s7! (2.2.1)

Na zaciatok uvazujme prispevok k toku len od tych castic, pre ktoré je
vektor rychlosti @ nadobtida hodnoty z infinitezimélnej oblasti d3v. Hustotu
hmotnosti tychto ¢astic oznacime dp, = p,d3v, a teda pre hustotu hmotnosti
¢astic bude platit p = [ p,d3v, pricom integrujeme cez vietky mozné hodnoty
vektora rychlosti castic.

Tok hmotnosti ¢astic s rychlostou v d3v cez vybrani plochu S moézeme
spocitat, ak tuto plochu rozdelime na elementarne plosky dS. Za kratky
interval ¢asu dt prejde ploskou d.S nasledovna hmotnost ¢astic s uvazovanou

rychlostou (Obr. [2.2.1])
dm, = dp,dV = dp,ddt - dS (2.2.2)

a teda celkovou plochou S prejde celkova hmotnost

dm = / / Bop,ddt - 45 (2.2.3)
S

Obr. 2.2.1: Ak je rychlost kvapaliny ¢, potom objem kvapaliny, ktory prete-
¢ie ploskou dS za cas dt je dany objemom zobrazeného naklopeného valca
s podstavou dS a vyskou danou priemetom vektora dr’do smeru vektora dS.
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Ak zavedieme rychlostné pole latky predpisom

. 1 3 o\
u(rit) = o) /d VP, (751)0 (2.2.4)

potom z definicie toku hmotnosti nakoniec nachadzame

dm -
g, = / 7. d$ 2.2.5
= P (2.2.5)

Podintegralnu vektorova veli¢inu nazyvame hustota toku hmotnosti

-

Jm = pU, [jm] =kg.m?.s7! (2.2.6)
Podobne sa definuje aj tok kvapaliny a hustota toku kvapaliny

dV
— 2.2.
JV dt ) ( 7)

— — —

Jy = [jy-dS, jr=u. (2.2.8)

Tok kvapaliny udava mnozstvo objemu kvapaliny, ktoré prechadza specifiko-
vanou plochou za jednotku casu.

Uloha 2.2.1 Laminérne pridenie v potrubi s kruhovym prierezom mé rych-
lostny profil dany vyrazom v(r) = vy(1 — r?/R?), kde r je vzdialenost od
osi potrubia a R je vnutorny polomer potrubia. (1) Spocitajte tok hmotnosti
potrubim, (2) najdite priemernt rychlost priudenia zavedent tym spdsobom,
ze jej prenasobenim plochou prierezu potrubia a hustotou ziskame spravny
tok hmotnosti potrubim.

Riesenie: (1) J,, = (7/2)pvp R?, (2) Vay = var/2.

Uloha 2.2.2 Presvedéte sa, ze predpis pre rychlostné pole 1) je zhodny
s priemernou rychlostou castic rovnakého druhu zavedenou v rovnici (2.1.3)).

2.3 Rovnica spojitosti pre hustotu, Eulerov
pohlad

S Eulerovym menom spajame opis spojitého prostredia pomocou rychlosti
a hustoty ako funkcii priestoru a casu, t. j. ako fyzikalnych poli. Zmeny veli¢in
s ¢asom vyhodnocujeme v nemennom mieste, t. j. nie viazane na vybrany
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pohyblivy hmotnostny element. Vyuzivame pri tom parcidlnu derivaciu poli
podla casu, ktord bude vystupovat v takejto forme rovnice spojitosti.

V oblasti, kde sa nachadza pohybujuca sa latka, uvazujme vydelend ne-
mennu cast priestoru s velkostou objemu V' a ohranicent uzavretou nepohyb-
livou plochou S. Hmotnost latky, ktord sa nachadza v tejto casti priestoru,
sa meni v dosledku jej pritoku alebo odtoku cez hranicu S. Za jednotku casu
toto predstavuje hmotnost

L%:—fwdﬁz—ﬁvmwmu (2.3.1)

kde sme pri uprave pouzili Gaussovu vetu a zapis divergencie pomocou nabla
operdtora,
0 -0

+7at+k

v ]0y 0z

=T (2.3.2)
Zaporné znamienko je dolezité: samotny integral predstavuje hmotnost pre-
chadzajicu cez plochu v smere orientacie plochy danej vektormi dS. Pre
uzavretu plochu sa konvencne voli tato orientacia v smere vonkajsej norméaly
plosok dS, a preto bez znamienka ,,—“ by predstavoval integral tok hmot-
nosti von z oblasti s objemom V.

Na zéklade tychto ivah mozeme pisat pre zmenu hmotnosti latky v oblasti
bilanénu rovnicu

ikmwz—kv«wmv (2.3.3)

Nakolko hranice integrovania sa v ¢ase nemenia (vybrali sme nehybnt plochu
S ohranic¢ujicu objem V'), mozeme zamenit poradie derivovania podla casu
a integrovania,

/ngdv _ _/Vv - (pF) dV (2.3.4)

Symbol ¢asovej derivacie sme pritom museli zapisat ako parcidlnu derivaciu,
pretoze hustota je funkciou nie len Casu, ale aj priestoru.

Rovnica musi platif pre lubovolne vybranti oblast. Ak je tdto oblast
fyzikalne limitne mala, t. j. V' — AV, mozno nahradit integrovanie s hod-
notou integrandu v mieste objemu AV a potom rovnicu tymto objemom
rovnicu predelif, ¢im nachadzame rovnicu spojitosti pre hustotu hmotnosti
latky

9p _

5 =~V (1) (2.3.5)
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Uloha 2.3.1 Priamym vypoc¢tom plosného integralu po gulovej ploche so
stredom v pociatku stradnic sa presvecte, ze pre vektorové pole ar plati
Gaussova veta.

2.4 Hydrodynamicka derivacia a Lagrangeov
pohlad

Hydrodynamickt derivaciu vyuzivame na vycislenie ¢asovych zmien fyzikal-
nych veli¢in, napriklad rychlosti, hustoty alebo teploty, ak ich vztahujeme
na pohybujici sa hmotnostny element latky. Takyto pristup k opisu veli¢in
v hydrodynamike je spdjany s menom Josepha Lagrangea. Matematicky tvar
rovnice kontinuity s hydrodynamickou derivaciou budeme vyuzivat pri for-
mulovani rovnic nerovnovaznej termodynamiky, v ramci ktorej je predstava
veli¢in asociovanych s pohybujticou sa latkou klicova.

Uvazujme fyzikalne maly objem AV/(t), ktorého hrani¢na plocha S(t)
sa pohybuje priemernou rychlostou latky Hmotnost takto zavedeného
objemu bude nemenn4, t. j.

d
— dV =0 24.1

lebo hrani¢nd plocha S(t) sa pohybuje spolu s latkou.
Uvedeny integral mozno pre fyzikalne limitne maly objem rozpisat takto:

(AV(D)(F(1).1) = 0 (242)

Hustota v takomto pohybujicom sa objeme sa meni v dosledku prirastku
casu aj z dovodu zmeny miesta za tento prirastok casu,

p(t) = p(7(t),t) (2.4.3)

Pomocou hydrodynamickej derivacie vyjadrujeme zmenu hustoty latky v case
v takto pohybujicom sa hmotnostnom elemente,

dt At—0 At
_ Op, pde Opdy  Dpds
= ot Torar T Qy dt Tt (24.5)
0
= vy T (2.4.6)

ot
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Fyzikalny vyznam hydrodynamickej derivacie je vycislenie zmeny hustoty
pohybujiceho sa hmotnostného elementu latky.
Pomocou hydrodynamickej derivacie mézeme prepisat rovnicu spojitosti

pre hustotu (2.3.5)

d
df = V- (Tp)+7-Vp=—pV -0 (2.4.7)
t. .
dp
VAR 2.4.8
P pV - 1 ( )

Pre nestlacitelni latku musi platit % = 0, a teda tito vlastnost mozno
vyjadrit ako podmienku na rychlostné pole v tvare V- = 0. Rovnaki rovnicu
spliia aj magnetické pole v dosledku neexistencie magnetickych monopdlov —
zdrojov magnetickych silo¢iar. Magnetické siloc¢iary su preto vzdy uzavreté
krivky a podobne st na tom aj prudnice nestlacitelnej kvapaliny.

Priklad 2.4.1 Spocitajte hydrodynamickd derivaciu rychlosti rovnomerne
rotujucej kvapaliny s konstantnou uhlovou rychlostou w = wk.

Riesenie: V prvom rade, rychlostné pole rovnomerne rotujicej kvapaliny ne-
zavisi explicitne od casu, a preto %’Z = 0. Druhy prispevok k hydrodynamickej
derivacii, v - VU, vyjadrime postupne takto:

() = O x7=—-wyl+wz)
Vi = (78 + jﬁ) (—wyl'+ wx)) = 1w — Jiw (2.4.9)
ox dy
Vi = (~wyi+wr)) - (Tw—77) = —w’y7 — wai= —w'F
(2.4.10)

Vsimnime si, ze v rovnici (2.4.9) nie je medzi jednotkovymi vektormi ani
skalarne ani vektorové nasobenie, ide o tzv. priamy alebo diadicky stcin
a vysledkom je tenzor. Vektory tam len ,cakaju“, Ze ich sprava alebo zlava
bude nieco nasobit skalarne, vektorovo, alebo aj priamo, ako vznikne potreba.
V nasledovnom riadku to je prave skalarne nésobenie zlava. S tenzormi sa
este stretneme...

Vysledok predstavuje dostredivé zrychlenie pohybujiceho sa ele-
mentu kvapaliny, zname aj z kinematiky s tym rozdielom, ze hovori o vekto-
rovom poli rychlosti:

U(F) = —w*7 (2.4.11)
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Uloha 2.4.2 Ukézte, Ze rotacné rychlostné pole #(7) = & x 7 opisuje priidenie
nestlacitelnej kvapaliny.

Uloha 2.4.3 Ukéite, 7e plati V-7 = A‘}(t) CAV(t), t. j. ze divergencia rych-

lostného pola predstavuje relativny narast objemu elementarneho mnozstva
latky. Pouzite pri tom rovnice (2.4.8)) a (2.4.2). Alternativne mozete uvazit,

ze AV (t) = Am/p(rt).

2.5 Rovnica spojitosti pre viaczlozkovu st-
stavu

Sustava kladnych iénov a vodivostnych elektréonov v kove alebo plyn mole-
kil vodika H,, kyslika Oy a produktu ich reakcie, vodnej pary, predstavuja
priklady ststav skladajtcich sa z viacerych zloziek. Latkové mnozstvo kazdej
zo zloziek je stavovou veli¢inou v termodynamickom zmysle. Namiesto 1at-
kového mnozstva mozno pouzit aj parcidlnu hustotu zlozky «, ktord mozno
zaviest podobne ako celkovi hustotu v ¢asti 2.1}

Na

- ) . 2 i1 M,

AV Y
kde vo fyzikalne malom objeme nachadzajicom sa na mieste 7 spocitavame
hmotnosti len castic zlozky «. Priamym dosadenim tejto deficie do rovnice
sa presvecime, ze celkova hustota je dana stuc¢tom vsetkych parcialnych
hustot,

(2.5.1)

pP=>_ pa- (2.5.2)

Pri odvodeni rovnice spojitosti pre parcialnu hustotu postupujeme po-
dobne ako v casti z bilancie hmotnosti. V tomto pripade ale musime
uvazit, ze zlozky mozu spolu reagovat. V priklade plynu vodika a kyslika do-
chadza k ich zlic¢eniu a vzniku vodnej pary, v pripade ststavy ionov a elektro-
nov sa moze volny elektron zachytif na iéne, ¢im vytvori casticu inej zlozky —
neutralny atom. Hmotnost jednej zlozky sa teda nemusi zachovavat. Na opis
tejto skutocnosti zavedieme veli¢inu o, , — produkciu hmotnosti zlozky c,
ktora bude udavat hmotnost zlozky «, ktora vznikne (reakciami, procesmi) v
jednotke objemu za jednotku ¢asu. Z uvedeného vyplyva fyzikalna jednotka
[0m.a) = kg. m™3.s71. Bilancia hmotnosti zlozky mé matematicky zapis:

d —_
¢ adV:—%dS\ oA / v 9.5.3
e ) 45 patia+ [ o (2.5.3)
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Pouzitim Gaussovej vety a uvazovanim lubovolnosti integracného objemu
nachadzame rovnicu spojitosti pre kazdu zlozku latky v tvare

0pa
ot

Celkova hustota hmotnosti, dana rovnicou , spliia rovnicu spoji-
tosti s nulovou produkciou hmotnosti. Ukazeme si, ze rovnice (|2.3.5))
a su konzistentné, ak vysledné makroskopické rychlostné pole je defi-
nované ako barycentrickd rychlost,

— Za Ua (F7t)pa <F>t>
>a Pa

podobne ako to bolo pri uvazovani castic toho istého druhu no s réznymi

rychlostami, v rovnici . Vsimnime si, ze barycentrickd rychlost pripo-

mina zavedenie rychlosti faziska v dynamike sistavy hmotnych bodov.
Spocitanim rovnic spojitosti hustoty pre vsetky zlozky nachadzame

dp

é%_—v<zﬁwa+§ymw (2.5.6)

Pretoze pri reakcidch (napr. priklady viaczlozkovych sustav uvedenych vys-
sie) sa celkovd hmotnost zachovava, musi sa posledny clen identicky rovnat
nule,

= —V - (pa¥a) + Om.a (2.5.4)

7(Ft) , (2.5.5)

Zo—m,a = 0. (257)

Vyraz, na ktory posobi divergencia, mozno zapisat pomocou barycentric-
kej rychlosti, ¢im nachadzame rovnicu spojitosti pre celkovii hustotu viac-
zlozkovej sustavy,

dp
ot
Rovnica je evidentne zhodna s rovnicou spojitosti pre jednozlozkovi latku
(12.3.5)).
Nakoniec ndjdeme zapis rovnice kontinuity pre zlozku o pomocou hydro-
dynamickej derivacie. Zavedieme si hmotnostny zlomok zlozky « v ststave

_ Pa
p

V- (o). (2.5.8)

(2.5.9)

Ca

a hustotu difuzneho toku zlozky «

—

Jo = palUa — ). (2.5.10)
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Vychéadzajuc z a pouzitim dostaneme

d

pga=-V" Ja+ Oma- (2.5.11)

Priklad 2.5.1 Uvazujme reakciu horenia vodika, 2Hs + Oy — 2H,0. Nech
a = 1 predstavuje vodik Hy, a = 2 kyslik O3 a a = 3 produkt ich reakcie —
vodu. Ak za jednotku ¢asu vznikne v objeme dV' na mieste 7 latkové mnozstvo
vody

dzz?’ = ¢(FH)dV (2.5.12)
potom

Om1 = —My1&(Tht)

s — —M, ;(m (2.5.13)

Om,3 = +Mm3€(f’)

kde M,, o st molové hmotnosti jednotlivych zlozZiek a & charakterizuje rych-
lost reakcie vodika s kyslikom prepocitanti na jednotkovy objem. Tato veli-
¢ina bude zavisief od teploty a tlaku vody v mieste, v ktorom ju pocitame.
Tento proces meni ur¢ité mnozstvo vnitornej energie (chemickd véazbu na
kineticki energiu produktov), a preto je potrebné riesit rovnice pre latkové
koncentracie zloziek spolu s bilan¢nou rovnicou pre vnutornu energiu.

Uloha 2.5.2 Presvedéte sa o platnosti rovnice 1) pre oxidaciu vodika
z prikladu .

Uloha 2.5.3 Analogicky hustote hmotnosti zavedte hustotu elektrického na-
boja p,, hustotu elektrického prudu j, a sformulujte zodpovedajicu rovnicu
spojitosti. Aka bude produkcia elektrického naboja pre sustavu elektrénov?

2.6 Mikroskopicky a makroskopicky opis latky

Forméalne rovnako ako pri opise viaczlozkovej stustavy mozno pristupovat aj
k mikroskopickému opisu latky zavedenim rozdelenia castic podla ich rych-
losti, ¢o sme vyuzili v ¢asti[2.2|pri zavedeni hustoty toku hmotnosti a rychlost-
ného pola. Produkciu hmotnosti ¢astic o,,, vybranej rychlosti ¢’ suvisi s ich
urychlovanim v désledku silového posobenia vonkajsich sil a ostatnych castic
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stustavy. Pri opise latky ako spojitého prostredia sa tento mikroskopicky po-
stup ukazuje ako zbytoc¢ne komplikovany, nehladame rozdelenie castic podla
rychlosti. Na druhej strane, prave preto je nevyhnutné vyuzivat termodyna-
micky opis latky pomocou vnutornej energie, teploty a tlaku alebo tenzora
mechanického napatia.



Kapitola 3

Rovnica spojitosti pre hybnost

Na opis idealne tuhych telies sa pouziva Newtonov pohybovy zakon urcujuici
zrychlenie telesa s uré¢itou hmotnostou, ak nan posobi sila. Zrychlenie, rychost
aj poloha opisuju pohyb jeho taziska. V pripade spojitého prostredia prebera
tlohu tejto rovnice pohybova rovnica latky, ktorta v tejto casti odvodime, vy-
chadzajic uz zo spomenutého Newtonovho zakona. Ako uvidime, pohybova
rovnica latky ma tvar parcialnej diferencialnej rovnice pre rychlostné pole.
Silové posobenie vnutri spojitej latky opisujeme pomocou dalekodosahovych
sil (gravitacné a elektromagnetické sily) a kratkodosahovych sil. Kratkodosa-
hové sily zahrnuju vzajomné mikroskopické silové posobenie castic, z ktorych
sa latka sklada. Toto pdsobenie efektivne opisujeme pomocou tenzora napé-
tia.

3.1 Dalekodosahové silové p6sobenie

Uvazujme mnozstvo latky s hustotou p, ktoré sa nachadza vo fyzikalne malom
pohyblivom objeme AV (t) v mieste 7. Na kazdu jeho ¢asticu s hmotnostou
m;, rychlostou v a elektrickym ndbojom ¢; (atémy, i6ny, elektrény,...) pdsobia
dalekodosahové sily, ako je gravitacna alebo elektromagneticka sila, a preto
celkovo na tento objem posobi dalekodosahova sila

F= ZF Z[ g+ (B + 0 x B@)] (3.1.1)

kde pomocou 1ndexu i spocitavame cez vSetky Castice nachddzajice sa v ob-
jeme AV(t), E je intenzita elektrickOho pola a B indukcia magnetického
pola.

Pomocou definicie hustoty hmotnosti zapiseme prispevok gravi-
tacnej sily posobiaci na uvazovany objem v tvare

Fy = AV(1)p(7,1)3. (3.1.2)

o4
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Gravitacna sila prepocitand na jednotku hmotnosti latky preto jednoducho
bude samotné gravitacné zrychlenie

—

- F,
fo(7Ft) = ng(ﬁt) =4g. (3.1.3)
Vyjadrenie silového posobenia elektrického pola je komplikovanejsie z dvoch
dovodov: (1) odlisné zlozky latky maji odlisny elektricky ndboj kazdej cas-
tice a (2) intenzita elektrického pola méze vyrazne zavisiet od miesta aj casu.
Intenzitu v mieste i-tej Castice rozvinieme do Taylorovho radu v okoli polo-
hového vektora 7 pohyblivého objemu AV (),

E(7) ~ E(F)+ VE - (7, — ) + ... (3.1.4)

Prispevok prvého clena tohto rozvoja k sile posobiacej na Castice v AV (t)
mozno napisat pomocou hustoty hmotnosti zlozky «, ktorej castice maju
hmotnost m,, a elektricky naboj q,,

Fo= Y g B = BN Y 1= Yomi, = B Y 2apa(MAV (D) (315)

kde z, = go/ma je Specificky naboj castic zlozky «, spocitavanie cez index
a znamena cez vsetky zlozky a spocitavanie cez index i, predstavuje sicet
cez vsetky castice zlozky a. Preto elektricka sila prepocitana na jednotku
hmotnosti zlozky o bude mat prispevok

fealTt) = 2o E(F1). (3.1.6)

Druhy ¢len v Taylorovom rozvoji elektrického pola je dolezity, ak
je sucet prispevkov pre vsetky zlozky nulovy. Takato situacia nastava pre
lokalne elektricky neutralnu latku, Y, ¢; = 0. Prispevok silového pdsobenia
elektrického pola pochédzajuci z linedarneho ¢lena rozvoja mozno potom vy-
jadrit pomocou elektrickej polarizacie 13(7"') latky,

Fp=Y (VE)- >4l = P(f)-VE, (3.1.7)

kde

—

Pl = A‘i(t) Sa (3.1.8)

Okrem hustoty hmotnosti je potom nevyhnutné pracovat aj s polarizaciou
ako makroskopickym fyzikalnym polom. Tejto problematike sa hlbsie venovat
nebudeme, uviedli sme ju len pre rozsirenie obzoru citatela.
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Nakoniec vyjadrime aj magnetickt ¢ast Lorentzovej sily[] pomocou hus-
toty toku hmotnosti zlozky «,

—

Fn = Y aifi x B(i}) ~ Z?%a (Z mia@a> x B(7)  (3.1.9)

«

= Y 2 AV(t)patia x B (3.1.10)

Sila na jednotku hmotnosti zlozky « v dosledku pritomnosti magnetického
pola bude

fra = 2ol x B (3.1.11)

Vo vSeobecnosti teda vieme napisat vztah pre dalekodosahové sily poso-
biace na latku v objeme AV (t) v tvare

F(t) = AV() Y. pa(Fit) fa(Fit) (3.1.12)

a celkova dalekodosahova sila pdsobiaca na jednotku objemu mé tvar

AV > pafa (3.1.13)

[0}

3.2 Kratkodosahové silové posobenie

Okrem dalekodosahovych sil pésobia na castice pohyblivého objemu AV (t)
aj kratkodosahové sily, ktoré opisujeme pomocou tenzoru napdtia. Najjed-
noduchsi pripad tenzoru napatia predstavuje hydrostaticky tlak v tekutine
v pokoji. V tomto pripade ma silové posobenie smer vzdy rovnobezny s orien-
taciou plosky povrchuE], na ktord posobi (obr. A). Vo vseobecnosti moze
mat sila aj iny smer ako je norméla plosky (obr. B), ¢o vyzaduje zaviet
pojem tenzora. Vyslednu silu pdsobiacu na pohyblivy objem mozno potom
napisat v tvare

ﬁ:]{ dﬁ:]{ 43¢ (3.2.1)
S(t) S(t)

1U% bez uvazenia Taylorovho rozvoja indukcie magnetického pola. Ak by sme ho uvazili,
bolo by potrebné zaviest nové makroskopické pole - magnetizaciu latky, podobne ako pri
elektrickom poli sme potrebovali zaviest polarizaciu.

2Samotna orientacia vektora plésky je kolmd na rovinu plosky, a preto silové pdsobenie
tlaku mozno slovne opisat aj tak, Ze je kolmé na rovinu plosky. Preto kolmost na rovinu
plosky a rovnobeznost s vektorom plésky hovoria o tej istej orientacii silového pdsobenia.
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ds ds;

dF: = —pdg : dF; = ZdeUji X
- v

Obr. 3.2.1: Silové posobenie na latku nachddzajicu sa na vnutornej strane
plosného elementu dS v pripade diagonalneho tenzora napétia, t. j. tlaku (A)
a v pripade vSseobecného tenzora napétia (B).

kde & = Opal¥+ 0gyUT + ... +0yzf/2 + O'ZZEE je matematicky zapis tenzora
mechanického napdtia (z angl. stress tensor). V rdamci tloh prestupu tepla
predstavuje tenzor napatia velicinu, ktorej zlozky o;; s r6znou mierou pres-
nosti mozno povazovat za lokdlne funkcie stavovych veli¢in latky (lokdlna
deformaécia latky, pruznost tuhych telies) a pripadne aj priestorovych zmien
rychlosti latky (viskozita). Fyzikdlna jednotka tenzora napétia je 1 pascal,
rovnako ako tlak.
Ak vektory z rovnice rozpiSeme na zlozky,

dF = (dF,,dF,,dF.) (3.2.2)

dS = (dS,,dS,, ds,), (3.2.3)
vztah medzi tymito dvoma vektormi je podla (3.2.1) dany maticou

Ozx gyac Ozx
(dF,,dF,,dF,) = (d5,,dS,,dS.) | o4 o4 o0u | (3.2.4)

Ozx Oyz Ozz

Z napisaného je zjavné, ze vdaka tenzorovému (maticovému) charakteru me-
chanického napatia, moéze mat vektor sily iny smer ako je smer plosky, na
ktori posobi.

Uvedeny maticovy vyraz mozno strucnejsie napisat pomocou indexov %,
ktoré mozu nadobudat jeden zo symbolov kartezidnskych zloziek x,y alebo
Z7

dF; = Z dS;oj, 1=,z (3.2.5)

j=

Zapis tenzorovych rovnic pomocou indexov budeme casto vyuzivaf.
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Obr. 3.2.2: Tenzor napéitia mézno motivovat ako prenos hybnosti od castic
okolitej latky (A) na castice latky (B) v skimanom objeme AV prostred-
nictvom ich zrazok, t. j. kratkodosahového pdsobenia. Toto sa realizuje len
v mikroskopicky malej ¢asti objemu v hibke i pod elementami povrchu ds
ohranic¢ujicich objem AV

Jednoduchy fyzikalny mechanizmus vzniku tenzora napétia mozno vy-
svetlif pomocou atoméarnej predstavy o latke. Uvazujme silové posobenie na
castice vybraného objemu, ktoré sa nachadzaju v tenkej vrstve s hribkou
h na vnutornej strane plosného elementu ds plochy S(t). Tieto sa zrazaju
s ¢asticami, ktoré nepatria do objemu V (¢)f] (Obr. [3.2.2).

Ak si predstavime, ze vplyvom tohto pdsobenia ziskala za okamih casu
At cCastica v priemere hybnost A?S, potom nérast hybnosti castic v objeme
AV (t) za jednotku casu, t. j. silu kratkodosahového pdsobenia mozeme za-
pisat v tvare

AP

~ (3.2.6)

F = hdSNac(7t)
S(t)
kde hdS je objem tenkej vrstvy s hribkou A na vnutornej strane plosného ele-
mentu d.S , Nac(T,t) je pocet Castic na jednotku objemu vyjadreny pomocou
molarnej koncentracie a Avogadrovej konstanty.
Tento vyraz zapiseme ako plosny integral pouzitim vonkajsej normaly 77

3Vzéjomne silové posobenie ¢astic v objeme V (¢) nemusime uvaZovat, lebo prispevok
tychto sil ku celkovej sile posobiacej na objem V' (¢) je nulovy v dosledku zdkona akcie-
reakcie.
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plosky dS:

_ . AP
F = hdS - iiNpe(F ) == 3.2.7
» ANAC(T) (3.2.7)

- 45 é. (3.2.8)
5(t)
Vidime, ze uvedeny fyzikalny mechanizmus dokazeme zapisat pomocou ten-
zora mechanického napatia.

Tenzorovy charakter napatia vychadza z pritomnosti dvoch nezavislych
smerov v jeho definicii: smer plosky 77, ku ktorej patri prispevok k celkovej sile
a smer hybnosti ﬁ, ktoru ziskavaju castice tenkej vrstvy v zrazkach s okolim.
Smer nadobudnutej hybnosti P urcuje aj smer prispevku ku vyslednej sile F
pdsobiacej na latku v studovanom objeme V' (t).

V pripade tekutin v pokoji je priemernd hybnost, ktori ziskavaju castice
tenkej vrstvy od okolia, orientovana vzdy kolmo na plosky d.S. Ak vonkajsie
Castice zvysujui hybnost vnutornym casticiam v smere —i7i, potom AP =
—AP1i, kde AP > 0 a celkovt silu vieme napisat v tvare

—AP dSp. (3.2.9)

F :7{ hdSNac(F i) —=2 —
S(t) ac(rt) At S(t)

Ak by sme uvazovali mnozstvo rovnovaznej prace vykonanej na tekutine v do-
sledku takéhoto silového posobenia, zistili by sme, porovnanim s vyjadrenim
objemovej prace v termodynamike, Ze veli¢ina p je zhodné s termodynamic-
kym stavovym parametrom nazyvanym tla/{ﬂ

Rovnicu ([3.2.9) mozno zapisat aj vo forme tenzora napétia

G = —p(i7T+JT+kk). (3.2.10)
a hovorime, ze tlak reprezentuje diagonalny tenzor napétia. O platnosti tejto
identity sa mozno presved¢it dosadenim rovnice (3.2.10) do rovnice (3.2.8]).
Tenzor 1 = 77+ 77+ kk nazyvame aj tenzorova jednotka, pretoze pre Iubo-
volny vektor 7 plati (74 J7+ kk) -7 =T.
Zlozky tenzora ziskame podobne ako pri vektoroch, skalarnym nasobenim
s jednotkovymi vektormi.

—
- =

=767 0p=1-0k (3.2.11)
(3.2.12)

—

i

Ogx — Ozy

!

Qu Qu
S o=

Ope = T-

~

4Pozor, tlak p je samozrejme nie¢o tplne iné ako velkost vektora hybnosti P = \73|
S hybnostou velmi pracovat nebudeme, a preto sa s touto blizkostou znaceni stretdvame
len na tomto mieste.
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Tvar silového posobenia kratkodosahovych sil mézeme napisat v tvare
objemového integralu pouzitim Gaussovej vety vo vyjadreni ((3.2.8)

ﬁ:f d@é:/ V. ddv (3.2.13)
S(t) V(t)
kde divergencia tenzora napatia ma zlozky

0 . . - 0 . .
B (sz + 0y )+ amk> + aiy (Oyal + Oy T+ - .. (3.2.14)

V pripade tenzora napétia obsahujiceho len tlak sa tento vyraz zjednodusi
V- [-p (i+ J7+ kk)| = =V, (3.2.15)

t. j. miesto divergencie tenzora je potrebé vycislit gradient tlaku.
Ak zavedieme oznacenie zloziek polohového vektora z = z,,y =z, a z =
x,, potom divergencia tenzora mé zlozky

—

(v.g)i:idajh i=x,y, 2

j= O
¢o v pripade tlaku, oj; = —pd;; vedie na vyraz
0 .
_8x-p’ L=y, 2

predstavujuci i-ta zlozku gradientu tlaku.

Uloha 3.2.1 UkéZte, ze priamym dosadenim rovnice (3.2.10) do rovnice
(3.2.8) dostaneme posledny vyraz v rovnici (3.2.9)).

Uloha 3.2.2 Opiste vypocet vztlakovej sily posobiacej na teleso v tvare
kvadra, ktoré je ponorené vo vode. Vyuzite pri tom posledné vyjatrenie sily
v rovnici . Hydrostaticky tlak vo vode je dany znamym predpisom
p(h) = pa + hpg, kde p, je atmosfericky tlak, h hibka miesta pod hladinou,
p hustota vody a g gravitacné zrychlenie.

Uloha 3.2.3 Rozpisom do zloZick sa presvecte, ze Gaussova veta pre tenzo-
rové pole pouzita v rovnici predstavuje trojnasobné pouzitie Gaus-
sovej vety pre jednotlivé zlozky sily.

Riesenie: Napriklad, pre x-ovu zlozku

Fo= ¢ Y dSio = §as- X
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kde pomocné oznacenie predstavuje ,,vektorové“ pole X = 0,14 0,,7+0..k.

Uloha 3.2.4 Ukézte, Ze plati (3.2.15) priamym aplikovanim gradientu v kar-
tézskych siradniciach na lavej strane rovnice.

3.3 Pohybova rovnica pre latku

Latka nachadzajicu sa v pohyblivom objeme V(t) ma nemennt hmotnost,
a preto oc¢akévame, ze pre fiu bude platit Newtonov pohybovy zédkon (m4? =

F ). Pouzitim vyjadrenia pre dalekodosahové (3.1.13)) a kratkodosahové l}

sily napiseme tento zdkon v tvare

d . .
a FAV = / AV / V.GV 331
dt /V(t) pY V(t)%:p / + V(t) 4 ( )

Podobne ako pri rovnici spojitosti pre hustotu, aj tato integralna rovnica musi
platit pre Iubovolny pohyblivy objem V(t). Preto ak vyberieme fyzikdlne
limitne maly objem, najdeme

d L o =

&p(r(t),t)vAV(t) = ZpafaAV(t) + V- dAV(t). (3.3.2)
p(t)AV (t) = Am je hmotnost latky v pohyblivom objeme, ktord je podla
rovnice kontinuity pre hustotu nemennd, a preto moézeme tento faktor vybrat
pred hydrodynamicka derivaciu na lavej strane rovnice; dalsim predelenim
objemom AV (t) dostaneme rovnicu pre rychlost prudenia latky

d | > =
P = > pafa+V-a. (3.3.3)
Diferencialna rovnica pre ¢asovy vyvoj rychlostného pola sa ziska rozpisanim
hydrodynamickej derivacie:

o > 3

a0+ U Vi=> pafa+V-0. (3.3.4)
«

Druhy ¢len na lavej strane tejto rovnice je inherentne nelinedarny (kvadraticky

vzhladom na rychlostné pole). Pre neho neplati v hydrodynamike princip

superpozicie a vSeobecné riesenie nedokazeme najst. Tato nelinearita priamo

suvisi aj so vznikom turbulentného prudenia.
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Priklad 3.3.1 Najdite zavislost tlaku od miesta v rovnomerne rotujicej
nestlacitelnej kvapaline. Predpokladajte, Zze rychlostné pole ma tvar v = wk X
7 a musi splitat svoju pohybovii rovnicu.

Riesenie: Pohybova rovnica v tomto pripade ma tvar

dv -
— = —Vp — pgk 3.3.5
Py P—pg (3.3.5)
Upravou hydrodynamickej derivicie ndjdeme pj—f = —pw?re, kde €, je jed-

notkovy radidlny vektor v cylindrickych stradniciach. Gradient tlaku v cy-
lindrickych stradniciach bude maft len dve zlozky,

op N ap _,
=—€.+ —¢€,.

or 0z
Dosadenim do pohybovej rovnice a prenasobenim skalarne s €, a €, najdeme
dve rovnice,

Vp (3.3.6)

dp _ 2
dp

Ich integrovanim a pouzitim vhodnych okrajovych podmienok najdeme vy-
sledok
1

p(r:2) = Pa + pg(2max — 2) + §pw2r2 (3.3.9)

Tvar hladiny rotujicej kvapaliny z(r) ndjdeme z rovnice p, = p(r,z(r)).

Priklad 3.3.2 Ukazte, ze rovnica kontinuity pre hustotu a hybnost vedua
pre plyn a idedlnu kvapalinu na vlnova rovnicu pre zvukové viny hustoty.
Pri oboch predpokladajte, ze lokalne je tlak dany hustotou podla vztahu
vSeobecnej polytropy p(p) = kp?. Néjdite hodnoty k a ~ pre pripad, ze
ide o adiabaticky dej idealeho plynu. Z posledného predpokladu urcte c¢isela
hodnotu rychlosti zvuku a porovnajte ju s tabulkovou hodnotou.

Riesenie: Zvukové viny predstavuji malé vychylky hustoty, tlaku a rychlosti
okolo ich rovnovaznych hodnot. V pripade latky v pokoji mozeme pre tieto
vychylky pisaf,

op(rit) = p(rit,) = po (3.3.10)
SE(FL) = (7t (3.3.12)
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Z pohybovej rovnice latky v linedrnom priblizeni najdeme (hyrdodynamickéa
derivacia prejde v linedrnom priblizeni len na parcialnu)

ov

Po ot

a gradient tlaku vyjadrime pomocou gradientu hustoty, lebo medzi nimi je
funkcionalny vztah dany polytropou,

ov dp

= —Vip (3.3.13)

— = ——Vp. 3.3.14
P g a7 ( )
Podobne z rovnice kontinuity v linearnom priblizeni najdeme
dop
— == . 3.3.15
5 poV - U ( )
Vysledok este raz zderivujeme podla casu a vysledok dosadime do ((3.3.14)),
0?p 1 dp
— =pV-|——Vp]. 3.3.16
52 = P (po a7 ( )

Ak zanedbame priestorové zmeny rovnovaznej hustoty, nachadzame vlnovi
rovnicu pre vychylku hustoty

#p dp
—- = ZV?). 3.3.17

Jej rieSeniami su rovinné viny
p(it) = AelFr—en) (3.3.18)

pre ktoré je rychlost sirenia

w dp
vV=— =) —.
k dp
Pre adiabaticky dej je p(p) = kp”, kde K = ¢,/cv a k = p,/ps. Pre

rychlost zvuku tak nachadzame

Pa
V= /R—
Pa

Pre vzduch pri 9 = 20°C, p, = 1,01 x 10°Pa,py = 1,2kg. m™3 a k = 7/5.
Vysledok pre rychlost zvuku vo vzduchu teda je v = 343m.s™!, v dobrom
sthlase s meranim.




Kapitola 4
Rovnice spojitosti pre energiu

V nasledujtcej kapitole odvodime rovnicu spojitosti pre vnitorni energiu, za-
kladnt rovnicu pre opis teplotného pola v latke. Odvodenie pozostava z troch
krokov. Najprv odvodime rovnicu spojitosti pre hustotu makroskopickej ki-
netickej energie. Potom sformulujeme rovnicu spojitosti pre hustotu celkovej
energie. Nakoniec vnutorni energiu identifikujeme ako rozdiel celkovej a mak-
roskopickej kinetickej energie a pomocou tohto najdeme aj samotni rovnicu
kontinuity pre hmotnostni vnutornu energiu.

4.1 Hustoty celkovej, kinetickej a vnutornej
energie
Hustotu makroskopickej kinetickej energie spojito rozlozenej latky definujeme

pomocou celkovej hustoty latky a jej barycentrickej rychlosti

en(Ft) = ;p(ﬁt)vQ(ﬁt), o] = T (4.1.1)

Pomocou nej vieme vyjadrit makroskopicku kineticki energiu latky v konec-
nom objeme

Ek:/vek(f,t)dv. (4.1.2)

Hustota kinetickej energie e;, sa 1isi od veli¢iny, ktort by sme dostali sic-
tom mikroskopickych kinetickych energii ¢astic vo fyzikalne malom objeme,

(4.1.3)

64
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nakolko vo vseobecnosti kvadrat strednej hodnoty rychlosti sa lisi od strednej
hodnoty kvadratu rychlosti,

(%) = (v)" +{(v = (v))"). (4.1.4)

Cast mikroskopickej kinetickej energie stivisiaca s druhym ¢lenom v poslednej
rovnici patri spolu so vzajomnymi interakciami medzi casticami do vnutor-
nej energie latky U. V rdmci hydrodynamického opisu uvazujeme pohyblivy
element s nemennou hmotnostou Am = pAV (t). Preto vyjadrime jeho vni-
torni energiu v tvare AU = uAm = upAV(t), kde v mé vyznam wvnitor-
nej energie latky na jednotku jej hmotnosti alebo tiez hmotnostnej vnitornej
energz’cﬂ Vniitorna energia konecnej oblasti latky sa potom vyjadri pomocou
integralu,

U = / p(Fu(F AV, [u] = Jkg. (4.1.5)
v
Vnutorna a kinetickad energia predstavuju celkovi energiu ldtkyﬂ
E:Ek+U:/(ek+pu)dV:/ edV (4.1.6)
v 1%

Ak budeme uvazovat nehybny objem V', tak celkova energia latky v nom sa
moze menit, len ak vonkajsie sily na nej konaju pracu, alebo ak don vstupuje
energia tokom cez jeho hrani¢ni plochu. Preto hustota celkovej energie musi
spliiat rovnicu spojitosti v tvare

Oe

az—v.jﬁzmﬁ-ﬁa, (4.1.7)

kde fe predstavuje hustotu toku celkovej energie. Vyjadrenie pre tuto veli¢inu
upresnime neskor, no uz teraz uvedme, ze okrem konvektivneho toku energie,
ktoru prinasa prudiaca latka, obsahuje napriklad aj hustotu toku tepla.

Posledny ¢len v rovnici predstavuje pracu vonkajsich sil, vykonanu
na jednotke objemu za jednotku c¢asu; napriklad pre jednu zlozku latky

Hﬁl -0 :pfl'ﬁl-

1Starsi, ale v sti¢asnosti uz nespisovny nazov je $pecifickd vntitorna energia.

2V mechanike sa do celkovej mechanickej energie telesa ¢asto zahffia aj potencidlna
energia telesa v urcitom potencidlovom silovom poli. V tejto ucebnici budeme uvazovat
uc¢inok potencidlovych silovych poli explicitne prostrednicvtom prace konanej na latke.
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Pri vSeobecnej diskusii rovnic spojitosti tento ¢len nazyvame produkciou veli-
¢iny, ktorej sa dana rovnica spojitosti tyka. Preto ho nazyvame aj produkciou
celkovej energie a oznacujemd’| o,.

Uloha 4.1.1 Ukézte, Ze pre disperziu ndhodnej veli¢iny plati vztah (4.1.4)).

4.2 Rovnica spojitosti pre makroskopicku ki-
netickd energiu
Vyjdeme z pohybovej rovnice latky (3.3.3)), ktorej lavii aj pravi stranu ska-

larne vynasobime s rychlostnym polom ¢ a pre jednoduchost budeme uvazo-
vaf, ze tenzor napatia ma diagonalny tvar

di - .
Py = ~Vp+Y pafa |0 (4.2.1)
1 do? .
pidil; = —U- VP + Zpocfoz 0. (422)

V nasledujucich tpravach sa snazime o vyjadrenie casovej derivacie hustoty
makroskopickej kinetickej energie. Preto na lavej strane rovnice vtiahneme
aj hustotu pod operéaciu derivovania a ndjdené vyjadrenie upravime:

d 1 2 12dp_ — = o
dt<2,ov)—20 E_—V'(vp)—l-pv'?}*—gpafa'v

0 /1 1 1 g
= <2pv2> v (2[)2}2> + -0V T = =V (0p) +pV - T+ pafa-T

2
V-%pvQ'E
o /1, 1 o, } S
a (2,01) ) = —-V. <2,0'U U+pv) +pv'v+zpafoc’v (423)
N—_—— N— a

e =
k Jey, Oeyp,

V ziskanej rovnici spojitosti identifikujeme hustotu toku kinetickej energie,

B S

Jen = ipv% + pU (4.2.4)

3Gréckym symbolom o oznacujeme aj produkciu roéznych veli¢in, aj tenzor napétia. Ide

o uplne odlisné veli¢iny a rozliSovat ich budeme tym, Ze tenzor napétia bude mat nad

sebou aj dve Sipky zvyraznujice jeho tenzorovych charakter. Produkcia bude mat zase
vzdy index velic¢iny, ktorej sa tyka.
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Tato méa okrem konvektivnej casti % pv20 = e, ¥ aj prispevok od tlaku pd.
Ako tiez vidime z (4.2.3)), hustota kinetickej energie sa nezachovava, na-
kolko mé nenulovi produkciu,

O, =PV T+ Y. pafu - 0. (4.2.5)

Tato obsahuje napriklad konanie makroskopickej prace externymi silami, ale
aj premenu makroskopickej kinetickej energie na vnutorni energiu u, ako
uvidime v nasledujicej casti.

Ak by sme v rovnici uvazovali vSeobecny pripad tenzora napétia,

v rovnici (4.2.3)), a teda aj v nasledujtcich vyrazoch (4.2.4)) a (4.2.5)) by nastali

nasledujice zmeny ¢lenov s tlakom:

—pv — G-U
—pV-0v — 7:VU (4.2.7)
,2Dvojnasobny“ skalarny sic¢in medzi dvoma tenzormi, oznaceny s ,:“, je

najjednoduchsie zaviest v zlozkovom tvare:
5 v,
G V=Y 0,2 428
Yo (125)

kde ¢,j = x,y,2 a v tomto znaceni je napriklad z, = z,2y =y a v, = 2.

Uloha 4.2.1 (1) Najdite vyjadrenie pre tok kinetickej energie kvapaliny s
hustotou p v potrubi s polomerom R. Rychlostny profil je dany predpisom
v(r) = vy (1 —r2/R?). (2) N4jdite vyjadrenie pre tok kinetickej energie po-
mocou priemernej rychlosti prudenia zavedenej v tlohe [2.2.1]

Uloha 4.2.2 Vysvetlite, pre¢o vyraz
/ S paf - TV
Vv «

prispievajuci k produkecii ey nepredstavuje celkovy okamzity vykon dalekodo-
sahovych sil na latku v objeme V.

Priklad 4.2.3 Bernoulliho rovnica. Nestlacitelna kvapalina sa ustalene pohy-
buje v homogénnom gravitacnom poli. Vychédzajic z rovnice (4.2.2)) ukazte,
ze pozdlz prudnice plati

1
51)2 + b + hg = konStanta
p



KAPITOLA 4. ROVNICE SPOJITOSTI PRE ENERGIU 68

Riesenie: V gravitacnom poli moZeme pouzit gravitatny potencidl ¢(7) =
—g -7 = gh, pomocou ktorého vieme zapisat hustotu sily v tvare f = —V¢.
Posledny ¢len v (4.2.2)) tym pre jednozlozkoviu kvapalinu nadobudne tvar

> Pafo-T=—pi-Vo.

Porovnanim lavej strany rovnice (4.2.2)) a lavej strany prostrednej rovnice
z troch rovnic v (4.2.3)) dostaneme pre nestlacitelni kvapalinu (V-7 = 0) pri

ustdlenom prideni (§; = 0) identitu

Dosadenim oboch tprav do (4.2.2)) najdeme
1
pv -V (21)2) =—U-Vp—p0-Vo (4.2.9)

Predelenim hustotou p a potom integrovanim pozdlz krivky 7(t), ktora pred-
stavuje pradnicu parametrizovanu ¢asom, najdeme pre kazdy ¢len

IR GGORGOR GO I WG

1

= SRy, 0(2)) — f(r, (1))

a tym aj hladani Bernoulliho rovnicu.

Uloha 4.2.4 Ukéite, Ze pre stladitelni kvapalinu, ktorej tlak zévisi od hus-
toty plati Bernoulliho rovnica v tvare
1 P dp

—v*4+ | —= + hg = konstanta
2 ro p(p)

Riesenie: Postup je identicky s predchadzajicou tlohou po rovnicu ,
ktori potom predelime hustotou. Tentokrat musime mat napamati, ze hus-
tota moze byt funkciou priestorovych siradnic prostrednictvom lokalneho
tlaku, p(7) = p(p(7)). Preto ¢len s gradientom tlaku treba pri integrovani
pozdlZ pradnice upravit,

1 (™) d
o) =Y </ p<§>> |
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4.3 Rovnica spojitosti pre vnatorna energiu
Hustota vnitornej energie latky pu = e — e; bude spliiat rovnicu spojitosti

dpu -
ak budu hustota toku a produkcia vnutornej energie dané rozdielmi zodpo-
vedajacich hustot tokov a produkcii: j, = je — Je, & 0y = ¢ — O, .
Produkciu vniitornej energie o, teda ziskame ako rozdiel prace vonkajsich

sil (4.1.7) a produkcie hustoty kinetickej energie (4.2.5)), s vyuzitim vSeobec-
nejsieho vyjadrenia pre tenzor napéatia (4.2.7))

Oy = O¢ — O¢,

= Zﬁafa'ﬁa_zpaﬁ;'g‘i‘

= S pafa- (B —0)+5: VT

Quu
<
=1

= N - futd: VD, (4.3.2)
kde sme identifikovali hustotu difizneho toku j, = Pa(Uq — U) zavedenu
v Casti[2.5]

Podobne, hustota toku vnitornej energie je dana rozdielom
ju = je _jek
- 1
= Je—U <2pv2 +p> . (4.3.3)

Tento vztah ale nateraz na tpravu rovnice spojitosti nepouzijeme. Uzitoc-
nejsie sa ukaze rozdelenie hustoty toku vnuitornej energie na konvektivny
a nekonvektivny E], prispevok

-

Pretoze hmotnostna vnutorna energia je veli¢ina viazana na latku, bude
uzitocné prepisat jej rovnicu spojitosti pomocou hydrodynamickej derivacie.
Vyjadrenim parcialnej derivacie podla ¢asu pomocou hydrodynamickej deri-
vacie nachadzame

4Nekonvektivny tok sa niekedy nazyva aj diftiznym tokom.
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du . dp
J— ui — v .

Par "t
Nakoniec uvazenim rovnice spojitosti pre hustotu (2.4.8) ndjdeme konecny

tvar

V(pu) = =V - (up?) = V - June + Ou.

du

pyy =V Tume + G VI+ Y Ju far (4.3.5)

Rovnica spojitosti pre hmotnostni vnitornt energiu predstavuje zakladni
rovnicu opisujucu problematiku prestupu tepla. Uvidime, Ze nekonvektivna
cast hustoty toku vnitornej energie je casto identifikovana s hustotou toku
tepla jQ. Celkovy tok tepla Jg cez vybrant plochu S je potom dany plosnym
integralom

Jo = /S Jo - dS, (4.3.6)

analogicky tokom patriacim k hustotam tokov zavedenych v podkapitole [2.2
Na vypocet j, n. bude potrebné riesit rovnicu spojitosti pre vntatorni energiu.
V pripade prestupu tepla v tekutinach je podstatny konvektivny prenos

energie. Celkova hustota toku energie bude podla rovnice (4.3.3) dana vzta-
hom

—

1 - 1 —
Je =10 (2,01)2 +p+ pu) + Junc =T (2pv2 + ph) + June; (4.3.7)

kde h = u + p/p je entalpia latky na jednotku hmotnosti. Nekonvektivna
cast hustoty toku vnutornej energie je v tomto vyraze casto zanedbatelna
a klucovym sa stava urcenie rychlosti prudenia v. Tok energie sprostredko-
vany tokom tekutiny cez vybrany prierez dany plochou S bude opéat urceny
plosnym integralom

7. :/j'e-dz?. (4.3.8)
S

Priklad 4.3.1 VyuZitie entalpie pri prietokovijch reaktoroch, turbinach a ge-
nerdtoroch. Pouzite rovnicu spojitosti pre celkovi energiu a tvar hus-
toty toku celkovej energie na latku prechadzajucu cez chemicky re-
aktor alebo parni turbinu pracujicu v ustalenom rezime a ukéazte, ze musi

platit, Ze rozdiel vyrazu
(1)
—v m
2

na vystupe a na vstupe, kde h je hmotnostna entalpia a m je hmotnost latky
vystupujicej alebo vstupujtcej do reaktora za jednotku ¢asu, sa musi rovnat
celkovej energii (tepla, prace) dodanej latke v reaktore.
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Obr. 4.3.1: Pri energetickej bilancii v prietokovom reaktore rozdelime jeho
hrani¢nt plochu na prierez vstupu, vystupu a stenu reaktora.

Riesenie: Pri ustalenom stave je % = 0. Rovnicu 1) integrujeme cez
cely objem reaktora. Vyraz

P= [ ¥ pati- fadV

predstavuje celkovy vykon, ktory je konany na latke v reaktore. V pripade
turbiny je to zaporné ¢islo a v absoliitnej hodnote predstavuje vykon turbiny.

Clen s V - j. zmenime Gaussovou vetou na integral cez cely povrch re-
aktora. Tento si rozdelime na prierez vstupného potrubia S;,, vystupného
potrubia S,y a steny reaktora Sy.n. Pokial zanedbame tok tepla v toku
vstupujicej a vystupujicej latky, ¢o predstavuje predpoklad, ze teplota sa
pozdlz pritoku a vitoku ldtky nemeni, rozdeli sa cely plosny integral na tri
prispevky

- — 1 o 1 g 7 d
/je-dS:/ (2v2+h>,m7-ds+ (2v2+h)m7-d5+/ jg-dS
Sin Sout Swall

Posledny vyraz predstavuje celkovy tepelny tok von z reaktora Jg. Pri prvych
dvoch si uvedomime, ze

m:—/ p’l_}'dgln:/ pﬁdgout
Sin Sout

a preto je vhodné zaviest pre vstupné veli¢iny priemerna kvadratick rychlost

1, 1

§Uav,in = oy

1 -
/ —v?pt - dS
Sin 2
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a hmotnostnu entalpiu
1 L=
hav,in = 7/ hPU -dS
m Sin

a podobne pre vystupné veli¢iny vay out & Ravout- Pomocou tychto oznaceni
nachadzame bilanéni rovnicu

1 1
|:(2U§v,out + hav,out) - (Qvgv,in + hav,in)

Uvedomme si, ze napriek podobnosti s Bernoulliho rovnicou, tato rovnica
je na jednej strane vSeobecnejsia, lebo plati aj pre viskézne pridenie a konanie
roznej aj nevratnej prace. Na strane druhej, plati len pre priemerné hodnoty
a nie pozdl” kazdej prudnice.

m=P—J, (4.3.9)

Uloha 4.3.2 Z pohladu riefenia prikladu st gravitacné sily stucastou
vykonu P. Ako by vyzeral vysledny vztah pre bilanciu, ak by sme gravitacné
sily vyjadrili pomocou ich potencidlu a jeho prispevok zahrnuli do hustoty
toku celkovej energie?




Kapitola 5

Nerovnovazna termodynamika

Cielom nerovnovaznej termodynamiky je formuldcia uzavretej stustavy dife-
rencidlnych rovnic opisujicich makroskopicku fyzikalnu sistavu v nerovno-
vaznom stave. Uzavreta stustava rovnic znamena, ze pocet neznamych funkcii
je rovnaky ako pocet rovnic, resp. zZe ich riesenie je jednoznacné. Pohybové
rovnice najdené v predchadzajiucej kapitole také neboli, napriklad zavislost
hustoty toku vnitornej energie, tenzora napatia ¢i hustoty diftznho toku od
ostanych veli¢in nebol Specifikovany. Uvidime, zZe tieto vztahy nachadza ne-
rovnovazna termodynamika na zaklade druhého zakona termodynamického.

Zéakladna kniha nerovnovaznej termodynamiky je monografia de Groota a
Mazura [I3]. Stefan Barta (1931 az 2005), ktory cely zivot posobil na Katedre
fyziky FEI STU, napisal skriptd Nerovnovazna termodynamika [14], ktoré
urcite stoja za prelistovanie.

5.1 Lokalny tvar termodynamickych zakonov

V kapitole 1| venovanej termodynamike sme sa zaoberali sustavou, ktora bola
navonok v pokoji. Pri pouzivani hmotnostnej vnitornej energie budeme za
termodynamickt stistavu povazovat mala cast latky, ktort sme v casti
zaviedli pomocou pohyblivého objemu AV (t). Vzhladom na objem AV (t) je
tato mald cast latky v pokoji. Hoci latka ako celok je v nerovnovahe, budeme
predpokladat, ze kazda jej dostatocne mala cast sa nachadza velmi blizko
svojho lokdlneho rovnovadzneho stavu.

Pretoze hmotnost latky v pohyblivom objeme AV (¢) je nemennd, pre-
delenim zmeny jej vnitornej energie [1.4.9[s jej hmotnostou najdeme lokalny
vyraz pre mali zmenu vnutornej energie uvazovanej latky na jednotku hmot-

73
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nosti — hmotnostni vnitornd energiu, nazyvany aj Gibbsova rovm’caﬂ

du=Tds — pdV + > padna, (5.1.1)

kde s je entropia na jednotku hmotnosti latky, ¥V = 1/p je objem na jed-
notku hmotnosti latky a n, je hmotnostné latkové mnozstvo zlozky a — mo-
lalita. V ramci vseobecnej formulécie rovnic nerovnovaznej termodynamiky
je miesto molality vhodnejsie pouzivat hmotnostny zlomok zlozky
ca=L2 =0 M, (5.1.2)
p m
kde M, o je molova hmotnost zlozky, konstanta charakterizujica dant zlozku.
Ak predefinujeme chemicky potencidl v zmysle fi, = /M o, mdzeme pisat
prispevok k zmene hmotnostnej vnitornej energii v tvare d“|s,v = >, fladcq.
V dbésledku posobenia okolitej latky na vybranu cast latky sa bude lokalny
rovnovazny stav menif. Zmenu hmotnostnej vnitornej energie za kratky in-
terval ¢asu dt mozno vyjadrif pomocou rovnice ,

du ds
@w_p8 Y 1.
at dtp&+za (5.1.3)

7 hladiska zavedenia termodynamického opisu latky v pohyblivom objeme
je jasné, ze uvedend derivacia predstavuje hydrodynamicka derivaciu, t. j.
zmenu pozdlz pridnice. Pomocou tejto identifikdcie prepojime termodyna-
miku latky s rovnicou spojitosti pre vnttorni energiu .

Vdaka predpokladu o lokalnej rovnovahe je zavislost hmotnostnej vnu-
tornej energie od priestorovych stiradnic a ¢asu u(7,t) dand prostrednictvom
lokalnych stavovych veli¢in. Z kapitoly o termodynamike vieme, Ze v pripade
latky s jednoou zlozkou si mézeme vybrat dve nezavislé stavové veliciny pre
jednoznac¢ny opis stavu. Pre viaczlozkovi latku potrebujeme dalsie velic¢iny,
charakterizujuce jej zlozenie. Vyberieme si teplotu 7', hustotu p a hmotnostné
zlomky co,a=1,..., M — 1,

w(rt) = u (T(7t), p(Tit), c1(Tot), . . . sepr—1(Tot)) - (5.1.4)

kde M je pocet zloziek latky. Hmotnostny zlomok poslednej M-tej zloiky uz
nie je nezdvislou premennou, pretoze z definicie (2.5.9) vyplyva, ze >M | ¢, =
1. Podobné vyjadrenie ako je rovnica (5.1.4)) mozno napisat aj pre ostatné
zavislé termodynamické velic¢iny, napriklad s,V alebo p.

'Pre jednoduchost uvidzame len prispevok od objemovej rovnoviznej price dW =
—pdV.
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Uloha 5.1.1 N4jdite vyjadrenie pre molalitu zlozky o (latkové mnozstvo
zlozky nachddzajice sa v jednotke hmotnosti latky) pomocou jej parcidlnej
hustoty hmotnosti p,, molovej hmotnosti zlozky M, a celkovej hustoty
latky p. Ukazte pomocou tohto vztahu, ze }°, M,, »no = 1, a preto nemoézeme
uvazovat molality vSetkych zloziek ako nezavislé stavové premenné.

Uloha 5.1.2 Najdite vyjadrenie pre objem jednotkovej hmotnosti latky V
pomocou parcialnych hustoty hmotnosti vSetkych zloziek. Na zéklade tohto
vztahu uvazte, ¢i moézeme vziat vSetky parcidlne hustoty a objem jednotkovej
hmotnosti latky za nezavislé stavové premenné.

5.2 Kinetické koeficienty pre tuhé latky

V tejto podkapitole demonstrujeme pristup nerovnovaznej termodynamiky
k opisu prestupu tepla a prenosu elektrického naboja v tuhych latkach. Obme-
dzenie sa na tuhé latky zjednodusi opis oproti deformovatelnym /stlacitelnym
latkam, no zaroven zahrnutie transportu naboja da do suvisu aplikac¢ne zau-
jimavy Seebeckov jav s dobre znamym Ohmovym zakonom.

Ak zanedbame zmeny objemu tuhej latky, tak vlastne predpokladame,
ze hustota hmotnosti je nemennd, p = konst. V tuhej latke budeme uvazo-
vat mozny presun elektronov s nabojom ¢, hustotu toku elektrického priadu
oznacime ;'q, hustotu ndboja p,, hmotnostné latkové mnozstvo elektrénov

n = n(r,t) (molalita [n] = mol.kg™"). Uvazujeme, Ze ldtka moze byt elek-
trickym vodicom. V latke sa moze nachadzat elektrické pole £ = —Vo.
Polarizéciu latky neuvazujeme. z = —e/m, je Specificky naboj elektrénu.

Parcidlna hustota elektrénov je p. = p,/z, difiizna hustota toku hmotnosti
elektronov jo = pe(Ue — U) = j,/2.
Vnttorna energia na jednotku objemu bude splnat bilanéni rovnicu

9 . L
(gt“) = -V Jume + g B, (5.2.1)

kde produkciu vnitornej energie predstavuje hustota Joulovych strat. Tento
vztah je Specidlnym pripadom rovnice spojitosti pre hmotnostni vnatornu
energiu stlacitelnej viaczlozkovej latky, ziskany v Castl

Objemova hustota elektrického naboja (p, = zpe, ]q = zye) spliia rovnicu
spojitosti v tvare

3pq -
— =—=V . 2.2
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Lokélny tvar termodynamickych zakonov vedie na Gibbsov vzfah
du = Tds + fiedc, (5.2.3)

kde i, je chemicky potencial elektrénov v latke a c, hmotnostny zlomok
elektrénov v latke. Pre latku, ktora nie je v pohybe, predstavuje Gibbsov
vztah zmenu lokalnych veli¢in, t. j. ich parcialne ¢asové derivacie

ou 0s _ Oce

=T [l

ot ot ot
Aj v tomto pripade ich ale musime chéapat ako zlozené derivacie vyjadrené
prostrednictvom zvolenych lokalnych stavovych veli¢in, t. j. napr.

Qu _ oudT | Ou .
ot 0T ot  Oc, Ot

Kombindciou rovnic (5.2.1)) a (5.2.4) ndjdeme rovnicu pre hmotnostni
entropiu latky

(5.2.4)

O0s 1> = fie Oce
— V wne E—-—= ,
Por = June + - B = 0

(5.2.5)

ktort upravime do tvaru rovnice spojitosti pomocou vztahu [2.5.11| (Priklad
5.2.3))

8(/)3) . ju,nc — (/le/z)jq
o - Y ( T )
-u,nc - e/ % -
J T(’;/ Vs VT + -y (B = V(iie/2)),

(5.2.6)

Porovnanim poslednej rovnice so vseobecnou matematickou formou rovnice
spojitosti identifikujeme hustotu toku entropie

= ju nc (ﬁe/z)jq
s = = 5.2.7
j 7 (5.2.7)
a produkciu entropie
I- 1- /5 ~
0= —Js VT + =iy (E = V(ji/)) (5.2.8)

Pomocou hustoty toku entropie definujeme hustotu toku tepla j’Q

jo = T7s. (5.2.9)
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Tato definicia predstavuje urcita paralelu vztahu medzi rovnovazne prijatym
teplom sustavou a narastom jej entropie 6Qg = T'dS, aj ked kazdy z tychto
dvoch vztahov ma nie len prekryvajice sa ale aj disjunktné oblasti platnosti.
Druhy zédkon termodynamicky tvrdi, Ze spontanne prebehnu len tie pro-
cesy, pri ktorych entropia ststavy narastie. Takiato formuldciu mozno zmyslu-
plne pouzit len pre situacie, ked pociatocny aj koncovy stav sistavy je rovno-
vaznym stavom. V ramci nerovnovaznej termodynamiky dokdzeme opisovat
aj sustavy, ktoré su z celkového hladiska nerovnovazne. Lokalnym principom
nevratnosti deja sa stava princip kladne definitnej produkcie entropie [13]

o, > 0. (5.2.10)

V nasledujucich prikladoch ukazeme, ako tento princip vedie na vztahy pre
hustoty tokov vyskytujice sa v rovniciach spojitosti pre hybnost, hmotnostnta
vnutornu energiu a entropiu. Tieto postupy pre opis nehomogénnych nerovno-
vaznych procesov predstavuju rozsirenie vztahov ((1.5.7)), (1.5.10]) a (1.5.12)),
ktoré sme ziskali z principu narastu entropie v kapitole .
Elektricka konduktivita. Ak predpokladame, zZe v telese nie su gra-
dienty teploty a chemicky potencial je konstantny, potom produkcia entropie

(5.2.8) sa zjednodusi na vyraz

0= v B = 5 (B + Gay By + Gy ). (5.2.11)
V stave termodynamickej rovnovahy st vsetky zlozky pridovej hustoty ako
aj intenzity elektrického pola vo vodici nulové. Pri aplikovani malého nenu-
lového pola, budu aj zlozky pridovej hustoty malé a nenulové. V linedrnom
priblizeni budu teda vsetky zlozky pridovej hustoty imerné zlozkam inten-
zity elektrického pola, ¢o mdzeme napisaf v tvare

Joi = Y Vi (5.2.12)
j=x

kde ~;; je matica alebo tenzor elektrickej konduktivity. Po dosadeni posled-
ného vztahu do produkcie entropie ndjdeme

Oy = ; > i, EiE; (5.2.13)
irj
Nakolko produkcia musi byt nulova alebo kladna pre Iubovolné elektrické
pole, musi byt matica 7;; kladne definitna (pozri priklad . Zaroven z vy-
razu je zjavné, Ze len symetrickd cast matice v;; vedie k nenulovej produkcii
entropie, a preto nerovnovazna hustota toku elektrického priadu bude dané
len symetrickym tenzorom konduktivity, vi; = ;.
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Curieho princip. Vyrazna redukcia poctu zloziek tenzora konduktivity
sa dosiahne pomocou Curieho principu. Curieho princip vychadza z pozoro-
vania, ze vlastnosti izotropnych latok nezavisia od orientacie sturadnic, v kto-
rych jej fyzikdlne procesy opisujeme. Jeho dosledkom pre izotropnu latku v
tomto pripade je redukcia symetrickej matice koeficientov konduktivity na je-
diny skalarny koeficient ndsobiaci jednotkovi maticu. Linearny vztah medzi
hustotou elektrického prudu a intenzitou elektrického pola sa teda

pre izotropnu latku redukuje na znamy lokalny Ohmov zakon,

27 = vE; alebo vektorovo jq ~E. (5.2.14)

K odvodeniu takéhoto tvrdenia mozeme prist touto itvahou: Nech v urcitom
bode latky je vektor intenzity elektrického pola E = E,j 7+ E, g+ EZE, pricom
vsetky tri zlozky mézu byt nenulové. Ak vyberieme ind sustavu sturadnic
dant jednotkovymi vektormi 7/, 7, k' takd, Ze i’ bude v smere E, potom v
nej bude platit £, = E, = 0. Produkcia entropie bude mat jediny ¢len
Jea Fu /T a latka bude charakterizovana jedinou konduktivitou j, . = yE..
Pre izotropnu latku tento Vysledok nemoze zavisiet od volby stradnic, a preto
vo vseobecnosti musi platit j, = vE t. j. tenzor konduktivity sa zredukuje
na jediné ¢islo.

Konduktivita moze zavisief od vsetkych lokalne urcenych nezavislych
stavovych veli¢in, ktoré v nasom pripade su teplota a chemicky potencial.
V réamci linedrneho priblizenia uz ale nezavisi od intezity elektrického pola
alebo hustoty toku pradu, t. j. od nerovnovaznych veli¢in. Typické hodnoty
konduktivity latok st uvedené v tabulke [5.1]

Kontaktny potencial. Dva odlisné kovy maju pri tej istej teplote vo
vseobecnosti odlisny chemicky potencial elektronov. Ak si tieto oznacime
ako p, a pp, potom pri prilozeni tychto kovov k sebe sa medzi nimi objavi
rozdiel elektrostatického potencialu, ktory nazyvame aj kontaktny potencial.
V taktomto pripade ma produkcia entropie tvarE|

]_ - — 2
=—g,-|E—-—V=]. 2.1
T4 ( VF) (5:2.15)

Pouzitim pozitivity produkcie entropie a Curieho principu nachadzame line-
arny vztah,

= (E - véﬂ) . (5.2.16)

2F = Na(—e) je Faradayov naboj, t. j. ndboj jedného molu elektrénov. Zjavne plati
fe/z = u/F, kde p je chemicky potencidl na jeden mol elektrénov v ldtke.
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‘ ocel sklo voda  vzduch
~v (MS/m) 5 ~107Y ~107Y ~ 1071
A (W/[m.°CJ) | 50 ~ 1 0,5 0,01
‘ Cu Al Ni Bi Se
v (MS/m) 5 34 143 08 ~107° /107"
A (W/[m.°C]) | 400 220 100 8 0,5/ 2
S (uV/K) 6,0 3,5 -15 -T2 900

Tabulka 5.1: Typické hodnoty troch kinetickych koeficientov pre niektoré
latky. Koeficient tepelnej vodivosti a konduktivita vystupuju vo vztahu me-
dzi zodpovedajtucimi silami a tokmi, a preto st vzdy kladné. Seebeckov koefi-
cient prestavuje krizovy jav, a preto moéze byt aj zaporny. Uvedené hodnoty
zodpovedajt latkam pri teplote T ~ 300K a tlaku p ~ 10° Pa.

V rovnovaznom stave musi byt priudova hustota nulova, a teda na rozhrani
dvoch kovov s odlisSnym chemickym potencidlom sa objavuje indukované elek-
trické pole

7 H

E=V— 5.2.17

- (52.17)

Toto vznika tak, ze malé mnozstvo elektronov prejde z jedného kovu do
druhého, ¢o vedie k vzniku dipolového rozlozenia néaboja na ich rozhrani.
Integrovanim intenzity pozdlz kratkej vzdialenosti z jedného kovu do druhého
najdeme kontaktny potencial kovov

AV =~ [(B-dr =6y~ 60 = (ne— m)/F (5.2.18)

Rozdiel chemickych potencidlov dvoch roznych kovov (uvazovany na jeden
elektrén) je zhodny s rozdielom ich vystupnej prace W, — W, predelenej
nabojom elektronu. Vystupna praca kovov je okolo 4 eV s variabilitou okolo 10
% alebo menej v zavislosti od jeho atoméarneho zloZenia. Kontaktny potenciél
medzi dvoma kovmi je preto typicky nanajvys 0,4 V.

Koeficient tepelnej vodivosti. Uvazujme izotropnu latku, bez elek-
trického pola a elektrického priadu, s konstantnym chemickym potencidlom
v celom svojom objeme. Produkcia entropie ((5.2.8)) ma v tomto pripade tvar

-1 - 1
s = —Js- =VI =—jg-—=VT. 5.2.19
Podobne ako v pripade elektrickej konduktivity usudime, ze zlozky vektora
hustoty toku entropie musia byt linedrne imerné zlozkam gradientu teploty,
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pricom vseobecny tenzor tejto imernosti sa pre izotrépne latky zredukuje na
diagonalny v désledku Curieho principu,

- 1
Js=—LpVT (5.2.20)

kde L > 0 je kladny koeficient, zavisiaci uz len od lokalnych rovnovaznych
stavovych premennych. Pretoze hustota toku tepla je priamo dané hustotou
toku entropie (5.2.9)) nachadzame

jo = —AVT, (5.2.21)

kde A = L sa nazyva koeficient tepelnej vodivosti a uvedeny vzfah je znamy
ako fenomenologicky Fourierov zakon.

Interpretacia tohto vztahu je takato — vektor hustoty toku tepla bude
orientovany v smere najprudsieho poklesu teploty a bude timerny velkosti
tohto poklesu na jednotku vzdialenosti. Samotny koeficient tepelnej vodi-
vosti moze zavisiet od vsetkych lokalnych hodnot stavovych veli¢in, napriklad
od teploty. Typické hodnoty koeficientu tepelnej vodivosti latok st uvedené
v tabulke .11

Fourierov zédkon predstavuje lokdlny vztah zodpovedajici rovnici
na strane ktori sme ziskali tiez z podmienky narastu entropie, no bez
pouzitia opisu latky ako spojitého prostredia.

Skrizené javy. Nakoniec uvazujme vSeobecny pripad pre izotrépnu tuhu
latku. Produkcia entropie (5.2.8]) obsahuje stucet skalarnych sicéinov: sicin
hustoty toku entropie j, a tzv. zovseobecnenej sily Fy = —(1/T)VT a stcin
hustoty toku pridu j, a zovieobecnenej sily F, = (1/T) (E - V(,u/F)), a
teda ju mozno napisat v tvare

Us:js'ﬁs +jq'ﬁq (5222)

Ak je latka v rovnovaznom stave, potom su sily aj toky nulové. Ak sa od rov-
novahy trochu vzdialime posobenim nenulovych zovseobecnenych sil, potom
aj toky budi v odozve na to nenulové. V linearnom pribliZeni mozeme pisat

js = LuF,+LiuF, (5.2.23)
jq = LZIfs + L22~F_:q (5224)

kde sme uz vyuzili Curieho princip a vSetky linedrne koeficienty — Onsagerove
koeficienty — su len cisla a nie tenzory. Podobne ako to bolo pri tenzore
konduktivity, aj matica Onsagerovych koeficientov musi byt kladne definitna,
aby bola produkcia entropie kladna alebo nulova. Onsager naviac ukazal, ze
v dosledku mikroskopickej reverzibility pohybovych zakonov st Onsagerove
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koeficienty prvkami symetrickej matice, t. j. L1o = Loy, ¢o predstavuje dalsie
obmedzenie na materidlové parametre latky.

Na porovnanie s experimentalnymi meraniami je vhodné pouzivat hus-
totu toku tepla miesto hustoty toku entropie a upravit najdené rovnice do
tvaru, kde na lavej strane budi vystupovat j’Q a B =FE— Vu/F a na pra-
vych strandch buda VT a fq. Posledné dve veli¢iny totiz dokazeme Ilahsie
experimentalne nastavit na nulové hodnoty. Po kratkej tprave ndjdeme

jo = —Qm— HQﬁVT+T1%q (5.2.25)
L22 L22
= Loy T -
E = 2T+ —j, 5.2.26
L L (5:2.26)

Fyzikdlny vyznam koeficientu Loy sme identifikovali pomocou elektricke;
konduktivity

Na druhej strane, koeficient tepelnej vodivosti je pre vSeobecny pripad dany
vztahom
LisL
)\ == L11 - g 21. (5228)

22

Fyzikalny vyznam koeficientu L5 ndjdeme pomocou Peltierovho javu.

Peltierov jav. Peltier objavil, ze ak do série spojime dva vodice z roz-
neho materialu majice zhodnu teplotu, potom ak nimi prechédza elektricky
prud I, tak sa na ich vzajomnom kontakte uvolnuje alebo pohlcuje teplo
umerné velkosti elektrického pridu. Takyto jav kvantifikujeme Peltierovym
koeficientom II pre dany material — uvolnené teplo v kontakte dvoch vodicov
z materidlu a a b je dané vztahom,

Jo = (I, — )1, (5.2.20)

kde orientacia plochy na vypocet prudu je z materidlu a do materialu b.
Peltierov jav je dosledkom rovnic [5.2.23] a [5.2.24] Pri nulovom gradiente
teploty z nich vyplyva vztah medzi hustotami oboch tokov

7o Lo
° L22 I

Nakolko podla (5.2.9) jo = Tjs, nachadzame identifikaciu

L
=72 (5.2.30)
L22
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Seebeckov koeficient. Seebeck pozoroval, ze ak je vo vodi¢i nulovy
elektricky prud pri nenulovom gradiente teploty, potom na dosiahnutie tejto
rovnovahy sa vo vodi¢i indukuje elektromotorické napéatie £ medzi koncami
vodi¢a, imerné rozdielu teploty na koncoch vodica. Tato timernost je cha-
rakterizovana Seebeckovym koeficientom S,

E=-SAT (5.2.31)
7 podmienky nulovej hustoty elektrického priudu z rovnice [5.2.24) ndjdeme

VT E—V(u/F
0=—Lo— + L2Q¢

5.2.32
T T (5.2.32)

Intenzitu elektrického pola vyjadrime pomocou elektrostatického potencialu
E=-Vo,

L
V(¢4 p/F) = 2VT (5.2.33)
Loy
Ak integrujeme po krivke medzi koncami Vzorkyﬂ najdeme
E=—"AT=8=— (5.2.34)

7 Onsagerovho vzfahu Lo = Loy nachadzame vztah medzi Seebeckovym
a Peltierovym koeficientom

=TS8, (5.2.35)

a teda Il a S nepredstavuji dve nezavislé materidlové charakteristiky. Expe-
rimentalne overenie tohto vztahu je casto uvadzané ako experimentalna de-
monstracia vSeobenej symetrie matice Onsagerovych koeficientov.

Seebeckov jav sa pouziva na presné lokalne meranie teploty pomocou
termoclankov z dvoch roznych kovov, Peltierov jav je vyuzivany ako zdroj
napatia alebo aktivne chladenie pre nizko vykonové aplikacie.

Priklad 5.2.3 Spravte jednotlivé kroky tdprav z rovnice (5.2.5) do tvaru

rovnice spojitosti pre entropiu ((5.2.6]).
Riesenie:

3Tu predpokladéme, ze Seebeckov koeficient S = La; /Lo je konstantny. Ak je Thom-
sonov koeficient K z tlohy [5.2.7] nenulovy, nie je tento predpoklad splneny. V takomto
pripade je Seebeckov jav charakterizovany lokdlnym vztahom —V (¢ + p/F) = SVT.
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pg‘j = —;V-m;jq.m;Tv.jq

ng = —V'(‘;f)—??-VTnL; E+ﬁv i

i = V() VT e BV

ij - —V-(W) 5 VT+; E
VT G- o) -G,

Priklad 5.2.4 Ukazeme si, ako k redukcii zloziek tenzora pomocou Curieho
principu prichadza. Na zlozkach vektorov fyzikdlnych veli¢in sa otocenie si-
radnicovej sustavy prejavi poésobenim rotacnej matice, napr.

E; =) RuE, (5.2.36)
J
Na vypocet produkcie entropie v pootoéenej sustave to vedie na vyjadrenie
1
= 7 2 YRR BBy = Z Ry RyuELE, (5.2.37)
ijkl T

Nakolko tento vyraz nema zavisief od natocenia stradnic, t. j. volby rotacnej
matice, musi platif

ZRI%%J it = Vel T ] Z%kRk] ZRik”ij (5.2.38)
k

ij

Pretoze jedind matica, ktora komutuje s Iubovolnou rota¢nou maticou, je
jednotkova matica nasobend nanajvys c¢islom, musi mat tenzor konduktivity
v izotropnej latke tvar,

Takato matica je kladne definitna, ak v > 0.

Priklad 5.2.5
(1) Ukazte, ze vyraz

2
=>_ > FiLiF;

i=1 j=1
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bude kladne definitny pre lubovolné F; a F», ak koeficienty symetrickej ma-
tice L;; splnaju tieto podmienky

L1 >0, Loy >0a L}y < Ly Loy

(2) Pouzite vysledok na najdenie horného a dolného ohranic¢enia hodnoty
Seebeckovho koeficienta.
RieSenie: (1) Ak rozpiseme sumu najdeme

L11F12 + L22JT"22 + (L12 + Lgl)‘/—'.l./—"g 2 0

Ak sa na tento vyraz pozrieme ako na kvadraticki nerovnicu pre neznamu
F1, podmienka, aby vyraz nezmenil znamienko, je ekvivalentny tomu, aby
kvadratickd rovnice mala nanajvys jeden realny koren t. j.

(Lig + Loy )*Fy — 4Ly LosFy < 0
Liy+ L3 +2L19Lay —4L11Lys < 0
L}, < LuLy
£Liyy < \/LiiLo

alebo
—\/Li1Las < Lis < +4/L11Logo.

(2) V texte sme nasli

Lll = A
Ly = AT
ng = SL22 = S"}/T (5240)

Preto nachadzame nerovnosti

—\/ AT < ST < 44/ \yT.
£, j.

A
_Srnax < ) < +Smaxu Smax = = \/Z
T

kde L je Lorenzovo cislo a pre vsetky bezné kovy nadobuida priblizne rovnaki
hodnotu

m (ks ’ -8 -2
e
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Cu b7 T()

Obr. 5.2.1: Seebeckov jav sa vyuziva na meranie teploty pomocou termo-
clanku. Pre dva kovy s roznym Seebeckovym koeficientom bude napétie na
voltmetri imerné rozdielu teploty T a referencnej teploty Tp.

Veli¢ina )

~S?*T ( S )
T p— pr—
: )\ Smax

sa u odbornikov na termoelektrické materialy vola figure of merit a pred-
stavuje kvantifikator, nakolko je dany termoelektricky material efektivny pre
konverziu tepla na elektricku energiu. Z analyzy vidime, ze pre 21" = 1 sa See-
beckov koeficient rovna jeho maximaéalne pripustnej hodnote. V tomto pripade
je produkcia entropie nulova

2 2
0= > FiLyF;=0.

i=1j=1

Priklad 5.2.6

Termoclanok sa skladé z dvoch roznych vodic¢ov — niklového a medeného
(Obr. . Predpokladajte, ze T — Ty = 1°C. Urcte velkost aj polaritu
napatia na voltmetri. Polarita vstupov voltmetra je naznacena na obrazku
symbolom +. Pri rieSeni zanedbajte rozdiely chemického potencidlu v roznych
kovoch. Az celkom na koniec pouvazujte, ako by sa vysledok zmenil uvazenim
rozdielov v chemickom potenciali.

Riesenie: Hustota elektrického prudu je podla rovnice ([5.2.24]) a vztahov pre
konduktanciu (5.2.27)) a pre Seebeckov koeficient ([5.2.34]) dana vztahom

jo=UE — 8VT),
Nakolko pri termoclanku je pridova hustota nulova, vo vodicoch plati

0=FE —SVT.
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Elektrické pole je statické, a preto musi pren platit § E-dF = 0. Orient4-
ciu tejto krivky zvolime tak, aby U = [ E -d7 bolo kladné ¢islo, ak intenzita
elektrického pola vo voltmetri je orietntovana od jeho + konektora k — ko-
nektoru. Orientaciu krivky teda vyberieme taki, aby cez voltmeter smerovala
zhora dole a na tseku vodica z niklu z prava do lava. Rozdelenim krivky na
useky v réznych vodi¢och najdeme

5 b _ c b
0= fE-ar= [ B-ar+ [ B-ar= [ E-ai+vU
c b c
t.j.
b
U= —/ E-dr.

Pouzitim vztahu medzi E a VT platnom vo vodi¢och najdeme

a b

U = — [ SuVT-ar~ [ Se,VT-d7

a b
- —sNi/ VT-dF—SCu/ VT - dF
= _SNi(Ta - Tc) - SCu(Tb - Ta) = (SCu - SNI)(T - TO)
Pouzitim hodnét z tabulky nidjdeme U = 21,5 uV. Na presné merania

teploty vo vybranom mieste termoclankom sa pouzivaji voltmetre s rozliSe-
nim az 100 nV.

Uloha 5.2.7 Rovnica staciondrneho vedenia tepla pre materidl so skrizenymi
javmi, produkcia tepla a Thomsonov koeficient.

(1) Prepiste rovnice (5.2.23)) a (5.2.24) tak, aby vyjadrovali zavislosti hustoty
toku tepla fQ a hustoty toku prudu j’q od gradientu teploty V1" a vektora
E =FE-— V(u/F). Na vyjadrenie hustoty toku entropie pouzite vztah
(2) Upravte rovnice ndjdené v bode (1) tak, Ze z nich vyjadrite jo a E' po-
mocou VT a j, a parametrov A, «,II a stavovych veli¢in 7" a p.

(3) Dosadenim vyjadreni z predchddzajiceho bodu do rovnice spojitosti pre
vnutornui energiu (5.2.1)) ukazte, Ze stacionarna rovnica vedenia tepla v ta-
komto materiali ma tvar

. 1
0=V-(AVT)—Kj,-VT + ;ji,

kde I = % — I1/T sa nazyva Thomsonov koeficient. Prvy ¢len produkcie
tepla moéze byt kladny aj zaporny, druhy ¢len predstavuje objemovt hustotu
Joulovych strat.
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Pomacky: Pri uprave predpokladajte, Ze nerovnovazny stav latky je usta-
leny, a preto V - j, = 0 a %? = 0. V istom momente pouzite vztah VII =

%VT , t. j. ze Peltierov koeficient sa méze menit v zavislosti od teploty, a
preto jeho gradient je pri nehomogénnom teplotnom poli nenulovy.

. L2 LioT -
jo = —<L11—12>VT+ s (5.2.41)
L22 L22
=3 T - L21
E = —j +2vyr 5.2.42
Ly’ " In (5:2.42)

Uloha 5.2.8 Wiedemann a Franz v roku 1853 experimentalne zistili, ze po-
mer koeficientu tepelnej vodivosti a konduktivity je pre rozne kovy pri tej
istej teplote to isté ¢islo. Ludwig Lorenz v roku 1872 (opét experimentalne)
zistil, Ze tento pomer je imerny teplote kovov, pricom konstanta timernosti,
dnes nazyvana Lorenzovo cislo, je pre mnohé kovy priblizne rovnaka. Tento
vysledok vysvetlil v roku 1900 Paul Drude pomocou kinetickej tedrie elek-
tronov v kove. Vysledok bol

A _8ks

Lp=— = :
P ~NT  me?

Arnold Sommerfeld Drudeho vztah modifikoval a dal do stladu s kvantovou
teoriou pre takmer volné elektrony v kovoch. Jeho vysledok z roku 1927 je

X Tk
AT 3 e?’

(1) Pomocou tabulky [5.1| rozhodnite, ¢i kvantova tedria vysvetluje Wiede-
mannove—Franzove a Lorenzove experimenty lepsie ako Drudeho vysledok.

(2) Selén je polovodi¢, a preto jeho elektrickd vodivost je mnoho radov
mensia ako elektricka vodivost kovov. Jeho tepelnd vodivost je teda domi-
nantne realizovana nie vodivostnymi elektrénmi, ako je to pri kovoch, ale
kmitmi atomov mriezky. Na zaklade tejto predstavy a platnosti Sommerfel-
dovho vysledku pre Lorenzovo c¢islo aj pre vodivostné elektrény v Bizmute
(kov) odhadnite, aky je prispevok kmitov mriezky k tepelnej vodivosti Biz-
mutu.

Ls

5.3 Tenzor viskézneho napéatia

V tejto casti sformulujeme rovnice nerovnovaznej linedrnej termodynamiky
pre jednozlozkovi tekutinu ako je napriklad voda, chladiaci olej alebo suchy
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vzduch E| [zotropné tekutiny, pre ktoré je pristup linedrnej nerovnovaznej

termodynamiky postacujici, sa nazyvaju Newtonovské kvapaliny.
Dosadenim rovnice spojitosti pre hmotnostnt vntitorni energiu do

Gibbsovej rovnice najdeme vyjadrenie pre zmenu entropie,

ds

1 - 1 /= dy
= _ .5 —g.-vi 3.1
p ; V - Junc + (O’ VU + pp ) (5.3.1)

T dt

Rovnicu upravime do tvaru rovnice spojitosti pre hmotnostni entropiu. V pr-
vom kroku upravime prvy ¢len na pravej strane do tvaru uplnej divergencie
a zvysku,

-

1 = junc = 1 .;unc ]-—."
S v v A (AU ISP v, v ) (AC5. ) IS v o
TV I <T>+‘7’ T (T) T2

(5.3.2)

Tenzor napéatia rozdelime na vratni cast, dani rovnovaznym tlakom a ne-
vratnu cast,

G =—pl+3dx (5.3.3)
a ¢len s objemom jednotkovej hmotnosti V upravime pouzitim rovnice kon-
tinuity,

dy d1 2
_ I — oV -T=—pl V7T 5.3.4
PG PP pV - U= —pl: V7, (5.3.4)

Z posledného najdeme, ze rovnovazny tlak z rovnice (5.3.1)) vypadne. Pouzi-
tim tychto uprav nachadzame rovnicu spojitosti pre hmotnostni entropiu pre
tekutiny

ds

= = Ve + 08, 5.3.5
Py Jsme + 0 (5.3.5)
kde produkcia entropie je dana vztahom
1 ird 1 = —
Og = —ﬁjumc VT + ng . VU, (536)

a nekonvektivna cast hustoty toku entropie

-

—

; ]u nc
s,nc — — 5.3.7
Js, 7 (5.3.7)

4Vzduch je sice viaczlozkovy plyn, ale pre prestup tepla toto mozno tplne zanedbat.
Suchy vzduch neobsahuje vodnu paru, ktorej pripadné kondenzécia na prestup tepla vplyv
samozrejme m4.
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Hustotu toku tepla v pradiacich tekutindach moézeme zaviest vztahom fQ =
Tfs,nc, ¢o zjednodusi zapis ale najma vedie k jednoduchsiemu slovnému pome-
novaniu. Podobne sme definovali hustotu toku tepla pre tuhé latky rovnicou
, kde sme ale nespecifikovali, Ze ide len o nekonvektivnu c¢ast, nakolko
konvektivna hustota toku j;c = spv je v tuhych latkach nulova.

Podobne ako v pripade tuhych latok ma produkcia entropie tvar sicinu
zovseobecnenych tokov a sil a vyzadujeme od nej splnenie principiu pozi-
tivity produkcie entropie. V pripade jednozlozkovej tekutiny identifikujeme
dva zovseobecnené toky — hustotu toku tepla a nerovnovazny tenzor napétia
a dve zovseobecnené sily — gradient teploty (vektor) a gradient rychlostného
pola (tenzor). Nakolko tenzory sa pri natoceni suranicovej sistavy transfor-
muju inak ako vektory, tak pre izotropné tekutiny nemdze existovat vztah
linedrnej imernosti medzi tenzorom gradient rychlosti a vektorom hustoty
toku tepla. V linearnom priblizeni a z kladnej definitnosti produkcie entropie
preto vyplyvaju dva nezavislé vztahy. Prvy sa tyka vzfahu medzi hustotou
toku tepla, danou hustotou toku entropie a gradientom teplotného pola,

jQ = Tjs,nc = _)\VT, (538)

ktory je identicky s Fourierovym zakonom pre vedenie tepla v tuhych latkach.
Uvéazili sme pritom predpoklad o izotrépnosti tekutiny a Curieho princip.
Tekutiny teda rovnako ako tuhé latky charakterizujeme koeficientom tepelnej
vodivosti .

Druhym a doposial nediskutovanym parom zovseobecnenych sil a tokov
v produkeii entropie je nerovnovazna cast tenzora napétia (zovseobec-
neny tok) a gradient rychlostného pola (zovseobecnend sila). V zlozkovom
zapise tieto veli¢iny predstavuji matice — on;; a dv;/0x;. Najvseobecnejsi
linedrny homogénny vztah medzi nimi vyzaduje tenzor stvrtého radu

z vy,
oxg = Y ek 5.3.9
N,ij = jkl 81}1 ( )

no tento velky pocet (3*) koeficientov mozno pre izotropné kvapaliny drama-
ticky znizif.

V prvom kroku rozdelime maticu derivacii rychlostného pola na tri ¢asti:
antisymetrickd cast (Jv)j;, symetricki cast s nulovou stopou (dv);; a ska-
larnu diagonélnu cast (81})%. Takyto rozklad mozno jednoznacne spravit pre
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Iubovolnt maticu m,;; podla predpisov

1

miy = S(mig —mg), (5.3.10)
1 1
mi; = 2<mw+mﬂ —55zjzmkk (5.3.11)
k
1
mg; = 61]kak (5.3.12)

kde D je hodnost matice (dimenzia). Napr. pre matice tenzora 3 x 3 je D = 3,
pre matice tenzora 2 X 2 je D = 2. Pomerne lahko sa mozno presvecit, ze
plati identita

mi; = mg; +m; + mg; (5.3.13)
a pre dve lubovolné matice m;; a n;; plati
me o= 0 (5.3.14)
me n§; = 0 (5.3.15)
me i =0 (5.3.16)

Ak si na takéto tri zlozky rozdelime aj tenzor napétia, potom produkciu
entropie v doésledku tychto veli¢in mozno napisat v tvare

1 a a 1 S S 1
=7 Z oN,ij (V)5 + T Z ox,ij (V)5 + T Z oN g (OV)5. (5.3.17)
ij ij v

Dé sa ukdzat, ze antisymetrickd cast (0v)§; charakterizuje cistd rotaciu te-
kutiny [I1I] a tato prirodzene nie je spojend s produkciou entropie. Preto
oN,ij = 0.

Ostéavajtce dve casti st z pohladu symetrie vzhladom na otacanie surad-
nicovej sustavy odlisné, a preto z pohladu produkcie entropie nezavislé. Aby
sme splnili lokalnu formulaciu druhého zakona termodynamického, musi byt
os > 0 z ¢oho potom vyplyva

ONij = 277(1)(8@)% (5.3.18)

on i = 30 (0v)d. (5.3.19)
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n nazyvame koeficientom dynamickej viskozity alebo prvym koeficientom
viskozity a 7 nazyvame koeficientom objemovej viskozity alebo druhym
koeficientom viskozity. Nazov druhého stvisi s tym, zZe pre nestlacitelnt kva-
palinu plati (9v)s; = 3(V - ¥)d;; = 0. Pre nestlacitelni kvapalinu teda druhy
koeficient viskozity vobec nepotrebujeme a uplatni sa len v pripade, ak sa pri
nerovnovaznom deji stlacanim meni objem.

Scitanim symetrickej a diagondlnej ¢asti ziskame nerovnovaznu cast ten-
zoru napéatia — tenzor viskozneho napdtia:

oni; = 20 (0)5; + 30 (Ov)s;. (5.3.20)
ov;  0v; 2 ov
_ o, (9Y i EENONRNCANS 3
m <6xi+8xj>+( 377 I ) ZJXk:@xk

Uloha 5.3.1 Ukéazte, Ze rovnicu spojitosti pre hmotnostni entropiu (5.3.1)
mozno napisat aj tvare

aps -
— =—-V_ ‘s D
ot Js T+ O

kde js = psU + j:,nc je celkova hustota toku entropie.

Priklad 5.3.2 Majme 2 X 2 maticu 0;; = 0,192, ¢,J = 1,2. Presvedcte sa, Ze
v maticovom zapise ide o maticu

0 1
lo o] (5.3.21)

Najdite jej antisymetricku cast, symeticki ¢ast s nulovou stopou a cast ktora
je nasobkom jednotkovej matice.

Riesenie:
s 1 1 0 1
o = 5 0indi2 +050i2) = 50500 = | 1 3 (5.3.22)
2
a 1 0o 1
Tij = 5(5@15}2—@,15@2): _1 9 (5.3.23)
2

Vidime, Ze symetricka s nulovou stopou/antisymetricka ¢ast tenzora je dana
maticou symetrickou/antisymetrickou okolo jej diagondly. A aj priamo na
pohlad vidime Ze plati 0;; = o3; + o7;.
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5.4 Fyzikalna interpretacia viskozity

Zavedenie viskozity v predchadzajicej ¢asti bolo znac¢ne formélne. Jej prejav
na spravanie sa tekutin v jednoduchych ale reanych situacidch nam tuto
materialovi charakteristiku tekutin priblizi.

7o ds; =

I F=F,
. —
—Fmﬁ@_________;.ﬁ AV,
......................................................... Vs
A O d
L “lh
Lo _F—' ...................... /_

Obr. 5.4.1: Ak na pohyblivi dosku polozent na kvapaline s hibkou d posobime
konstantnou silou ﬁn, bude sa doska pohybovat konstantnou rychlostou .
Nenulova velkost tejto sily je désledkom rozpohybovania vrstiev kvapaliny,
ktorych rychlost linearne narastd od nepohyblivého dna az po pohyblivia
dosku.

Predstavme si plytkt nddobu naplnent kvapalinou v pokoji. Na c¢ast hla-
diny kvapaliny polozime plavajicu dosku, ako je to znazornené na obrazku
Ak budeme dosku tahat pomocou silomera po hladine zistime, Ze na
dosiahnutie urcitej konstantnej no nie prilis velkej rychlosti, musime dosku
tahat konstantnou silou. Charakter pridenia mozno experimentalne pozo-
rovat pomocou malych Ciastociek v kvapaline (napriklad farbiva) pricom sa
ukazuje, ze rychlost kvapaliny je orientovana paralelne k doske aj dnu v cele
hibke a jej velkost linedrne narasta od nuly pri dne po rychlost pohybujtice;j
sa dosky pri rozhrani s nou. Z tohto prichadzame k dolezitému pozorovaniu,
ze tangencialna zlozZka rychlosti tekutin na rozhrani s tuhou latkou je nulovd.
Velkost tahovej sily sa experimentalne ukazuje byt timerna velkosti kontakn-
tej plochy medzi plavajicou doskou a kvapalinou S, velkosti rychlosti vy,
ktorou dosku fahame a nepriamo imerna vyske hladiny kvapaliny od dna d,

S
F,=n Td 2,
Vztah obsahuje konstantu imernosti 7, ktora uz nezavisi od geometrie ani ki-
nematiky problému. Ukazuje sa, Ze zavisi len od volby kvapaliny a jej stavu.
Tato konstanta je teda materidlovou charakteristikou kvapaliny a ako ukéa-
zeme v dalSom, zodpoveda prvému koeficientu viskozity zavedenému v pred-
chadzajtcej casti.

(5.4.1)



KAPITOLA 5. NEROVNOVAZNA TERMODYNAMIKA 93

Na zéklade definicie tenzora napétia, sila, ktorou posobi pohybujica sa
doska na kvapalinu, sa vypocita plosnym integralom pozdlz tohto rozhrania,

P = /015T ¥ (5.4.2)

Vzhladom na zvolenu orientaciu osi plati dgT = dSy,7, ﬁn = F, ,7, a preto

x-ova zlozka rovnice je

F,, = / S} .000y. (5.4.3)

Rovnovazny tenzor napétia tekutin je diagondlny, nediagondlny je len ne-
rovnovazny prispevok. Podla rovnice [5.3.20| bude v situdcii na obrazku
(0" = v,(y)?) nenulova len zlozka

ov, g
Oy = 77(1)@ = 77(1)3

Vysledna sila posobiaca na kvapalinu

v

F,, = / A0y = SV (5.4.4)

mé experimentalne najdeny tvar (5.4.1) a teda 1 aj n* predstavuji jednu
a tu istu materidlova charakteristiku.

Fyzikélny rozmer dynamickej viskozity je [n] = Pa.s, pouziva sa aj jed-

notka poise, pricom 1P = 0,1Pa.s. Alternativne sa pouziva aj koeficient

kinematickej viskozity
v=-= []=mish (5.4.5)

Viskozita ako kazdy kineticky koeficient linedrnej nerovnovaznej termodyna-
miky zavisi od lokalneho termodynamického stavu latky, pricom najvyraznej-
Sou byva jej zavislot od teploty. Dva priklady teplotnej zavislosti kinematickej
viskozoty pre vodu a vzduch st na obrazku [5.4.2]

5.5 Pohybova rovnica viskéznej tekutiny

V Casti [3.3] sme z ivah o silovom pdsobeni na pohybujtci sa hmotnostny
element odvodili vSeobecni pohybovi rovnicu latky,

) . .
po ¥+ pt- Vi =pf+ V-3, (5.5.1)
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Voda Vzduch
178__ I I 32 I

| | | | 12_ | | |
0 20 40 60 &0 100 0 50 100 150 200

0[°C] 01°C]

0,2

Obr. 5.4.2: Zavislost kinematickej viskozity vody a vzduchu od teploty pri
atmosférickom tlaku. Kym viskozita kvapalin s teplotou typicky klesa, pre
plyny je to naopak.

kde ¢ = 9(7,t) je rychlostné pole latky, p = p(7,t) je jej hustota, f je dalekodo-
sahova sila posobiaca na jednotku hmotnosti latky, t. j. gravitacné zrychlenie
g a & je tenzor napatia predstavujuci kratkodosahové silové posobenie v latke.

Konkrétny tvar tenzora napétia urci, ¢i rovnica bude opisovat deformova-
telni tuhn latku, viskéznu tekutinu alebo plyrl. V Casti sme videli, ze cast

tenzora napatia je urcend tlakom, gR — —pl. Tento prispevok predstavuje
rovnovdzny prispevok k tenzoru napatia, nakolko z hladiska termodynamic-
kého je tlak stavovou veli¢inou a prejavuje sa prostrednictvom vyrazu pre
rovnovaznu pracu na tekutine W = —pdV. Ak je tekutina stlacitelna, po-
tom tlak je v ramci linedrnej nerovnovaznej termodynamiky urceny lokalnymi
stavovymi veli¢inami, t. j. hustotou a teplotou p = p (p(7,t),T(7,t)). Hustota
musi spliiat rovnicu spojitosti

C;f — -V (@), (5.5.2)

V pohybovej rovnici (5.5.1]) vystupuje divergencia celkového tenzora na-
pétia, daného suc¢tom rovnovaznej casti g a nerovnovazneho prispevku o'y
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(5.3.20]). Pouzitim tychto vztahov nachddzame,

doy;  Op & v 0 (M ove .
Ei: or; 8xj+zi:6xin 8xi+8x]~ 3 i zk:(()xk’j_x’y’z
(5.5.3)
¢o mozno vhodne prepisat aj do vektorového tvaru
V-3 = =Vp+ V- (Vi) +V |(n"/3+ )V -]
= —Vp+V-(nVi)+V (V- 7)), (5.5.4)
kde sme zaviedli koeficient objemovej viskozity
n =n1/3+n?. (5.5.5)

Dosadenim vyjadrenia pre divergenciu tenzoru napétia do (5.5.1) najdeme
pohybovi rovnicu tekutiny

a — — — — — —

577 +pU- VU =-=Vp+V-(nV0)+V (/'V-0) + pg. (5.5.6)
Ak je kvapalina nestlacitelna, tak namiesto termodynamického vztahu

pre tlak pouzivame podmienku nestlacitelnosti,

V-0=0 (5.5.7)

ako dodato¢ni rovnicu na vypocet tlakuﬂ Druhé casté zjednoduSenie pre
tekutiny predstavuje predpoklad, ze zavislost viskozity od teploty a dalsich
stavovych veli¢in nie je dolezita, n =~ konst. Tieto predpoklady vedu k zjed-
noduseniu pohybovej rovnice tekutiny na Navierovu—Stokesovu rovnicu

9, 1
—U+7-Vi=—-Vp+rvAi+g. (5.5.8)
ot P

kde v = 0 /p je koeficient kinematickej viskozity. Napriek zjednoduseniam
jej vSeobecné riesenie nepozname, nakolko hydrodynamicka derivacia robi
tito rovnicu nelinearnou vzhladom na nezname rychlostné pole. Navierova—
Stokesova rovnica je stredobodom zaujmu nielen inzinierov venujucich sa
hydrodynamike, ale aj matematikov [15] — za ddkaz existencie jej riesenia je
vypisand odmena miliéon dolarov.

5Pohybovéa rovnica je vektorova diferencidlna rovnica, a teda predstavuje tri diferen-
cidlne rovnice. Podmienka nestlacitelnosti je skaldrna rovnica. Tymto mame k dispozicii
spolu styri rovnice pre Styri nezndme funkcie — tri zlozky rychlostného pola a tlak.
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K vyuzitiu pohybovej rovnice viskéznej tekutiny na opis konvekcie tepla
sa vratime v kapitole [§] Na ilustrdciu rieSenia pridenia kvapalin st uvedené
nasledujuce dva priklady.

Priklad 5.5.1 Najdite riesenie stacionarnej Navierovej—Stokesovej rovnice
pre laminarne prudenie kvapaliny medzi dvoma paralelnymi horizontalnymi
platnami, ak horna platna sa pohybuje konstantnou rychlostou v = wvg7.
Vzdialenost platni je h, viskozita kvapaliny je 1. Ako velkou a ako orien-
tovanou silou posobi kvapalina na hornt a spodnu platnu?
Riesenie: Predpokladame, ze prudenie je laminarne a rychlost bude mat
len horizontalnu zlozku, pricom rychlost nebude zavisiet od horizontalnej
sturadnice (y) kolmej na smer rychlosti dosky, t. j. ¥ = v,(x,z). Rovnica
kontinuity v tejto situdcii vyzaduje % =

V doésledku viskozity sa kvapalina pri povrchu platni nepohybuje. Okra-
jové podmienky si preto dané platnami — pri spodnej platni musi byt ¢ = 0,
pri vrchnej platni v, = 0, v, = vy.

z-ova zlozka stacionarnej Navierovej—Stokesovej rovnice bude

Integrovanim ndjdeme p(z) = c¢(z) + (h — z)pg, pricom jedini integracni
konstantu ¢(z) uré¢ime z tlaku na rozhrani platne a kvapaliny vo vyske z =
h, t. j. ¢(x) = p,. Tato konstanta nezavisi od x, a preto tlak ako funkcia
premennych x,z bude

p(z,2) = pa + (h — 2)pg.
x-ova zlozka staciondrnej NS rovnice nadobudne tvar

10p 9%v,
0 = ——— :
p8x+y(?z2

Nakolko % = 0 musi platit

ve(2) = az +b.
Po vyuziti okrajovych podmienok na v, (z):
Vo
ve(2) = —=2.
() ="

Silu pdsobiacu na horni platiiu ndjdeme pomocou tenzoru napétia (element
plochy hornej platne bude —kdS):

—

s 3 L do, S
F= [a8.F = (=Sh)- (Fn> = (<o
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Kvapalina teda brzdi pohybujtcu sa platnu. Tento koncept mozno vyuzit na
meranie viskozity kvapalin.

Priklad 5.5.2 (1) N&jdite rychlostny profil pre laminarne pridenie nestlaci-
telnej kvapaliny medzi dvoma nepohyblivymi platnami na vzdialenosti ¢, na
ktorej poklesne tlak v kvapaline o Ap. (2) N4jdite priemerni rychlost pride-
nia kvapaliny. (3) Urcte celkovu silu, ktorou posobia platne na kvapalinu na
dizke ¢. (4) Najdite vztah medzi poklesom tlaku Ap a priemernou rychlostou
pridenia. Situdcia modeluje pridenie cez potrubie s dizkou ¢ a s obdlzniko-
vym prierezom S = hd, so sirkou d < h. h explicitne neuvazujeme, predpo-
kladame, ze je velmi velké. Okrem toho vieme, ze tlak v potrubi poklesne na
vzdialenosti £ o Ap. Gravitacné pole zanedbajte.

RieSenie:
. d‘?T .
o A 1 R
; | - =
ey e 17 (y) ............... F-*@"""'Ff,(y)
SO s e
D e R S(1)
yN L —
........... Jf)’(y'4—@__’
— )
p(o) T ........ ll ......................... ‘-------------6/%______}k ......... p(l)
|$ F"’](O) Id‘s‘i -

Obr. 5.5.1: Ak kvapalina teCie medzi dvoma nepohyblivymi paralelnymi dos-
kami, potom v désledku viskdézneho pdsobenia kvapaliny na dosky musi tlak
pozdlZ pridenia klesat. Rychlostny profil jednotlivych vrstiev kvapaliny mé
parabolicky profil.

(1) Problém riesime podobne ako priklad [5.5.1] len okrajové podmienky
na rychlost si nulové v y = 0 aj y = d a naopak, tlak ma nenulovy pokles,
t. j. napr. p(z = 0) = Ap a p(x = £) = 0. Situdcia je zobrazena na Obr.

z-ova zlozka stacionarnej Navierovej—Stokesovej rovnice bude

10p

0= ~0: = p(x,z) = c¢(x)

x-ova zlozka stacionarnej NS rovnice nadobudne tvar

19p 0,
0 = ——— :
p6$+yay2
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Separaciou premennych najdeme dve rovnice:

dp d?v,
—=c, pv =c
or P dy?

Konstanta ¢ je urCend predpisanym poklesom tlaku, a teda p(x) = Ap —
(Ap/0)x. Integrovanim druhej odseparovanej rovnice najdeme

Apy®
() =22 fay b
vz (y) i 2 +ay +
Aplikovanim okrajovych podmienok na rychlost v,(0) = 0 a v,(d) = 0 nako-
niec najdeme

v (y) &y(d —y).

- 20n
(2) Podobny vypocet je spraveny pre valcové potrubie v priklade [2.2.1]
(3) Postupujeme podobne ako v priklade vysledok je

F = Aphd(—7)

Tento vysledok je zjavny aj z 2. Newtonovho zakona — sila, ktorou posobi
tlakova sila na kvapalinu na dizke ¢ je kompenzovana viskdznou silou trenia
kvapaliny o platne. Len ak je celkovy sucet sil nulovy, moéze sa kvapalina
pohybovat s konstantnou rychlosfou, tak ako sme nasli v tomto priklade.

5.6 Rovnica vedenia tepla

Rovnica vedenia tepla urcuje casovy vyvoj aj priestorovy charakter teplot-
ného pola v latke. Pri jej odvodeni vychddzame z vyjadrenia vnutornej ener-
gie ako jednoznacnej funkcie teploty a ostatnych nezavislych stavovych veli-
¢in latky. V pripade jednozlozkovej latky postacuji dve nezavislé velic¢iny —
teplota a hustota. Pre jednoduchost budeme uvazovaf len tento pripad.

V kapitole sme sformulovali rovnicu spojitosti pre vnutornt energiu

du -
— ==V Junc + 0u. 5.6.1
Py Ju, (5.6.1)
kde ju,nc = ;u — puu je hustota toku vntitornej energie bez jej konvektivne;j
casti pvu. Produkciu vnitornej energie vieme vyjadrif pomocou vysledkov
z opisu latky ako spojitého prostredia, pomocou stopy zo sucinu tenzora
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napatia a grandientu rychlosti a siuc¢inu dalekodosahovych sil a difiznych
tokov podla vztahu (4.3.2),

Quu

Ou=0 YT+ o fu (5.6.2)
V praktickych tlohach ju casto zadavame aj ako znamu veli¢inu, predstavu-
jucu napr. lokdlne Joulove straty.

Hustotu toku vnutornej energie vyjadrime pomocou vysledkov linearnej
nerovnovaznej termodynamiky, napriklad pre tuhé latky s pohyblivymi no-
siémi nédboja pomocou vztahov (5.2.7) a (5.2.23)) | Pre jednozlozkovi latku
bude hustota nekonvektivneho toku vnitornej energie dand hustotou toku
tepla podla Fourierovho zdkona (5.3.8)),

jumc = —A\VT. (563)

Dosadenim tohto vztahu do rovnice spojitosti pre vnutornu energiu dosta-
neme

du

T V- (AVT) + o,. (5.6.4)

Lokélna teplota T'(7,t) vstupuje do tejto rovnice ako nezndma veli¢ina.

Vo vSeobecnosti je vnitorna energia zavisla od nevyhnutného poctu ne-
zavislych stavovych Veliéirﬂ; pre stlacitelni tekutinu by tymito velicinami
mohli byt objem na jednotku hmotnosti, hustota alebo tlak. Vyberieme si
teplotu a objem na jednotku hmotnosti. V kapitole [I.7], v priklade [I.7.1] bol
odvodeny vztah pre uplny diferencial vnitornej energie. Jeho vyjadrenie pre
jednotkovi hmotnost latky je

K

du = ¢y dT + (—p + Tﬁ> dy (5.6.5)

6Napriklad, pre tuhu latku, v ktorej si pohyblivé nosiée ndboja, sa mozno pomocou
ulohy presvedcit, ze toto plati pri uvazovani velmi rychlej relaxdcie pohyblivého
naboja a zanedbatelnej velkosti Thomsonovho koeficientu IC.
TV pripade tuhej latky s pohyblivymi nosi¢mi nédboja, ktort sme uvazovali v ¢asti
by sme podobne nasli vztah
) dn.
n

Prvy ¢len v zatvorke sa vyrusi s prispevkom v hustote toku vnutornej energie, ktory
je tmerny V - fq a druhy clen, timerny derivacii chemického potencidlu podla teploty,
je v kovoch zanedbatelny. Preto sa tieto dva prispevky pri rieSeni rovnice vedenia tepla
neuvazuju.

du:cndT—k(u—Tg;
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kde ¢y je hmotnostna tepelna kapacita pri konstantnom objeme, x koeficient

objemovej roztaznosti a § koeficient objemovej teplotnej rozpinavosti.
Vyjadrenim hydrodynamickej derivacie pomocou tplného diferencialu hmot-

nostnej vniitornej energie najdeme rovnicu vedenia tepla pre stlacitelni latku,

dT Tp\ dV
cv—+p|l-p+—| ==V -(AVT) +0,. 5.6.6
o oo+ ) = ) (5.6.6)
Clen v d
pdp .
—pp— =t = _pV - 7,
PPy —par— P

ktory sme upravili pomocou rovnice spojitosti pre hustotu, sa nachadza aj vo
vyraze pre produkciu vnitornej energie ako siucast tenzora napatia (4.3.2)),
a teda z rovnice vypadne. Produkciu vnutornej energie, ktora tto vratnu cast
prace neobsahuje, si oznacime o, N, takze rovnica vedenia tepla nadobudne
tvar

pcy— — —— =V - (AVT) + o, x. (5.6.7)

Rovnica obsahuje aj derivaciu hustoty podla casu, a preto je nevy-
hnutné ju riesit spolu s rovnicou spojitosti pre hustotu. Vsetky uvedené cha-
rakteristiky latky — ¢y, 3, K aj A s vo vseobecnosti funkciami stavovych
veliécin p a T. Aby bola ststava rovnic uzavretd, je nevyhnutné poznaf aj
rychlostné pole, vystupujice v hydrodynamickych derivaciach a v rovnici
spojitosti pre hustotu. Potrebna je teda aj pohybova rovnica latky, ktora
vyzaduje znalost tlaku pripadne tenzora napétia, ¢o opat moézu byt funkcie
lokalnych stavovych veli¢in.

Nakoniec uvedme, ze na hladanie rieSenia takejto sistavy parcidlnych di-
ferencialnych rovnic st potrebné aj pociatoéné a okrajové podmienky pre
teplotné a rychlostné pole a hustotu na plochach ohranic¢ujtcich latku. Okra-
jovym podmienkam pre rovnicu vedenia tepla sa budeme venovat v nasledu-
jucej kapitole a pociatocnym podmienkam v kapitole o prechodnych dejoch.

Priklad 5.6.1 Najdite produkciu vnitornej energie v dosledku viskézneho
trenia pre pripad laminarneho pridenia nestlacitelnej kvapaliny v cylindric-
kom potrubi s polomerom R.

Riesenie: Budeme uvazovat, ze os potrubia je v smere z a radidlny smer si
oznac¢ime premennou 7. Rychlostny profil laminédrneho pridenia je dany pred-
pisom U = €,vps (1 — ;—22 , a teda nenulova bude len z-ova zlozka rychlosti,
ktora sa meni len v smere radidlnom,

ov,
or

£0. (5.6.8)
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Ostatné derivacie vsetkych zloziek rychlosti buda nulové. Viskézny tenzor
(15.3.18]) zapisany v cylindrickych siradniciach bude mat nenulové len zodpo-
vedajuce zlozky,
G5 = 0,.(6,8. + 2.8)
kde
_ Ov,

Or: = N5

Produkcia vnitornej energie je podla rovnice

In)

Oy = a:VfJ’z—pV-ﬁ—l—%@:VU

S o Ov, Ov, B v, 2
= ZUN,U (vv)_ji =7 o or n ( or > , (5.6.9)

i?j

kde sme vyuzili, Ze pre nestlacitelnii kvapalinu plati V - & = 0. Vidime, ze
produkcia je vzdy kladna. Vzhladom na pritomnost tohto ¢lena ale so zapor-
nym znamienkom aj v rovnici spojitosti pre makroskopicku kinetickd energiu
mozeme tvrdif, ze v dosledku viskozity sa makroskopickéd kineticka
energia premiena na vnutornu energiu prudiacej tekutiny. S tymto istym vy-
razom suvisi aj kladny prispevok k produkeii entrépie podla rovnice (5.3.17)).
Pre konkrétny parabolicky profil rychlosti najdeme,
ov, 2r 4r?

ve(r) = vo(1 = 7/R?) = == = —vo 2y > ¢ =nvjpp,  (5:6.10)

a teda najviac tepla v dosledku viskézneho trenia sa tvori pri stene potrubia
(r=R).

Uloha 5.6.2 Pomocou vysledku z prikladu najdite, o kolko stupnov sa
ohreje voda v potrubi s polomerom R = 1cm v dosledku viskézneho trenia
na jednom metri jeho dizky, ak nim preteka tokom Ji, = 11 /s. Teplota vody
na vstupe nech je ¥y = 1°C a steny potrubia povazujte za dokonale tepelne
izolované.

Uloha 5.6.3 Ukéte, Ze rovnica vedenia tepla pre nestladitelnd kvapalinu
ma tvar

dT

a = V . ()\VT) + Oy,N-

pcy

Uloha 5.6.4 Ukézte, Ze rovnica vedenia tepla pre idedlny plyn mé tvar

dT
pev g = V- (AVT) + o,.
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Uloha 5.6.5 Ukazte, 7e ak by sme si namiesto objemu a teploty vybrali
stavové premenné teplotu a tlak, tak by sme nasli ekvivalentné vyjadrenie
rovnice vedenia tepla v tvare

T dp
P gy~ BTE =V . (AVT) + oy .

V termohydraulike je zapis pomocou teploty a tlaku asi najobltibenejsi.
Zmeny tlaku sa cCasto zanedbavaji. Vyslednd rovnica sa zvykne nazyvat
Fourierova—Kirchhoffova diferencialna rovnica.




Kapitola 6

Stacionarne vedenie tepla
v tuhych latkach

V tejto kapitole preberieme zakladné tilohy stacionarneho vedenia tepla v tu-
hych latkach, t. j. kondukciu. Tieto llohy st uzito¢né ako cviéné problémy, no
zaroven su dolezité aj pre aplika¢ni prax. Stucastou formulacie tiloh o vedeni
tepla je volba vhodnych okrajovych podmienok. Priich vybere je dolezité roz-
umiet fyzikalnym dévodom, ktoré rozhoduju o ich konkrétnom tvare. V mno-
hych problémoch mozno a aj vypoctovo je vyhodné nahradit riesenie rovnice
vedenia tepla modelom pozostavajicim zo sériovo-paralelne zapojenych tepel-
nych odporov, inokedy je vhodné pouzif opis problematiky pomocou efektiv-
nych jednorozmernych modelov. Okrem opisu ich pouzitia sa budeme venovat
aj diskusii hranic ich pouzitelnosti. Pomerne jednoduchy ivodny text k tejto
problematike predstavuji skriptd od Kalouska a Hucka [16]. Vysokoskolska
ucebnica Prenos tepla od Ferstla a Masaryka [17] je zamerand pre studentov
strojnickych fakult a obsahuje velké mnozstvo praktickych postupov tepel-
nych vypoctov. Uzitoénym informac¢nym zdrojom k tematike prestupu tepla
s mnoZstvom inzinierskych prikladov predstavuje uc¢ebnica od Holmana [18]
alebo jej ekvivalenty [19, 20].

6.1 Stacionarna rovnica vedenia tepla

Riesenie rovnice nazyvame stacionarnym, ak nezavisi od casu. Preto pren
plati % = 0. V tejto kapitole sa budeme venovat vedeniu tepla v nepohybli-
vom prostredi, t. j. rychlostné pole bude identicky nulové ¢ = 0. Preto nie len
parcidlna derivacia podla ¢asu, ale aj cela hydrodynamicka derivacia teploty

bude nulova. Rovnica vedenia tepla (5.6.7) takto nadobudne tvar
0=V AVT + 0, (6.1.1)

103
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Dalsie ¢asté zjednodusenie predstavuje predpoklad, Ze tepelnt vodivost
mozeme povazovat za konstantu. V takomto pripade rovnica vedenia tepla
nadobudne tvar

0= \V°T + o, (6.1.2)

kde V2 = V - V je Laplaceov operator.

Vsetky tulohy, ktoré budeme analyticky riesit, budi mat kvazi jednoroz-
merny charakter. Znamena to, ze teplota sa vyznamne meni len v jednej
dimenzii. V pripade rovinnych tloh, ako je napriklad vedenie tepla stenou,
to znamenad, ze teplota bude funkciou len jednej kartezidnskej premennej,
napr. x. V takomto pripade budu v Laplaceovom operatore nulové druhé
derivacie podla stradnic y a z a rovnica vedenia tepla nadobudne tvar

d (.dT
== (A= . 1.
0= <)\dx>+au (6.1.3)

Ak mé problém cylindricki symetriu a zaroven translacni symetriu po-
zdl7 osi, bude teplota zévisiet len od radidlnej siradnice r. S vyuZzitim tvaru
gradientu a divergencie v cylindrickych siradniciach mozno najst rovnicu pre
vedenie tepla v tvare

0= 71‘27“ (Ar%T(r)) + 0. (6.1.4)

V praxi vicsinou nepracujeme s absoltitnou termodynamickou teplotu
T'(7), ale s Celziovou teplotou, ktori budeme oznacovat ¥(). Tieto dve ve-
liciny sa liSia len o konstantny posun, ktory pre rovnicu vedenia tepla nie
je dolezity, derivacia ho odstrani. Niekedy je vyhodné ist eSte dalej a pra-
covat len s tzv. oteplenim, ktoré predstavuje rozdiel teploty telesa voci inej
referencnej teplote, napriklad voci teplote okolitého prostredia. Opét ide len
o posun o konstantu, ¢o sa na samotnej diferencialnej rovnici neprejavi. Pre
jednoduchost budeme niekedy aj oteplenie oznacovat 9(7), no tento fakt bude
v texte zdorazneny.

Su ale aj situacie, ked posun teplty o konstantu je dolezity. Napriklad ak
uvazujeme zavislost materidlovych charakteristik od teploty, ked je potrebné
vediet model, ktory tito zavislost opisuje, alebo tlohy spojené s tepelnym zia-
renim, kde pri ur¢ovani hustoty toku tepelného ziarenia vyuzivame Stefanov—
Boltzmannov zakon vyzadujici absolutnu termodynamicku teplotu.

6.2 Okrajové podmienky

Teplotné pole splita rovnicu vedenia tepla len vnitri oblasti, v ktorej sa na-
chadza studované teleso alebo latka. Na jej hranici sa vlastnosti materialu
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F \ A= Ju

p | a5V \Ti(@) = To(x) o

Obr. 6.2.1: Priklady vyuzitia okrajovych podmienok, s ktorymi sa stretavame
pri vedeni tepla. Mostik je ulozeny medzi vyhrevnym telesom so stratovym
vykonom P a velmi dobre tepelne vodivym rezervoarom s teplotou Ty. Okrem
toho, mostik je aj v kontakte s chladicom, ktorého rebra odvadzaju teplo
prostrediu radia¢nym aj konvektivnym mechanizmom.

menia skokom, resp. latka vyrazne meni svoj charakter, napr. na kvapalinu
alebo plyn. Podobne, na rozhrani dvoch réznych tuhych latok sa vlastnosti
tiez zmenia skokom. V tychto miestach musime Specifikovat okrajové pod-
mienky, ktoré mus{ teplotné pole spliiat. Bez ich zadania neexistuje jedno-
znac¢né matematické riesenie tlohy vedenia tepla.

Dirichletova okrajovd podmienka predstavuje predpisanie hodnoty teploty
danou funkciou f(7) na hranici S oblasti rieSenia,

Vs = f(7). (6.2.1)

Skrateny zapis |g oznacuje vyhodnotenie teploty ¥() v miestach 7 leziacich
na povrchu S.

V jednoduchych ulohéch predstavuje funkcia f(7) konstantni hodnotu.
Na obrazku je tato podmienka vyuzita na hladanie teploty v mos-
tiku na jeho kontaktnej ploche s rezervodrom s teplotou Ty, t. j. f(7) = To.
O rezervoari predpokladéame, ze je tepelne velmi dobre vodivy a velmi velky,
a preto je teplota v nom konstantna.

Neumannova okrajovd podmienka predstavuje predpisanie normalovej hus-
toty toku tepla jq(7) na hranici oblasti riesenia,

—\ 77l = jo(7), (6.2.2)

kde % = 1 - V predstavuje zapis derivacie v smere vonkajsej normaly 7
hranic¢nej plochy.
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V jednoduchych tlohach byva jo(7) = jg, konstantny na hraniénej plo-
che. Na obrazku je tato okrajova podmienka vyuzitda pre vyhrevné
teleso, pri ktorom sa predpoklada, ze az na kontakt s mostikom je tepelne
velmi dobre izolované. Na tepelne izolovanej hranici je jo(7) = 0. Na kontakt-
nej ploche s mostikom musi byt hustota toku nenulova, lebo celkovy dodavany
stratovy vykon v telese P sa musi pri stacionarnom rieseni z telesa odvadzat.
Preto na ploche kontaktu s mostikom bude jo(7) = P/S, kde S je velkost
plochy rozhrania s mostikom. Aj na riesenie teplotného pola v mostiku je
na tomto rozhrani pouzitda Neumannova okrajovd podmienka s takouto is-
tou hustotou tepelného toku. Nakolko vonkajsia norméala pre mostik na tejto
hranici je v smere —7 a sturadnica x narastd v smere 7, bude Neumannova
podmienka pre teplotné pole v mostiku nadobudat tvar

oY P
+A oz, =-3 (6.2.3)

V pripade stacionarnych tiloh nemozno Neumannovu okrajovi podmienku
predpisat lubovolne na celej hranici oblasti riesenia tlohy. Ak totiz preinte-
gujeme rovnicu vedenia tepla cez celi oblast riesenia a pouzijeme Gaussovu
vetu, najdeme, ze celkovy tok tepla z oblasti sa rovnéa celkovej produkeii vnu-
tornej energie vnuti oblasti. Jednoducho povedané, zakon zachovania energie
obmedzuje volnost volby velkosti hustoty toku tepla vo vsetkych castiach
hranice.

Konvektivna okrajovd podmienka (tiez zmiesand alebo Robinova) predsta-
vuje opis kontaktu tuhého telesa s tekutinou, ktora odvadza teplo z povrchu
telesa. Vedenie tepla v tekutine ma dominantne charakter konvekcie, t. j.
prenosu tepla priadenim tekutiny, z ¢oho pochadza aj nazov pre tento typ
okrajovej podmienky. Jej tvar je

—-A 8713 = a(ds — V), (6.2.4)

on|g

kde «a je koeficient prestupu tepla medzi Studovanym telesom a tekutinou
a U4 je teplota tekutiny vo velkej vzdialenosti od telesa. Koeficient o zavisi
od vlastnosti tekutiny v hranicnej vrstve pri povrchu telesa (viskozita, te-
pelnd vodivost, rychlost pridenia atd.) a jej geometrickych parametrov (diika
a zakrivenie obtekaného povrchu). Hrani¢né vrstva predstavuje typicky tzku
oblast tekutiny, kde sa jej lokalna rychlost a teplota vyrazne meni v zavislosti
od vzdialenosti od povrchu telesa. Na urcenie hodnoty koeficientu prestupu
tepla sa v praxi pouzivaju kriteridlne rovnice, s ktorymi sa oboznamime v
kapitole [§] Uvedomme si, ze v pripade konvektivnej okrajovej podmienky nie
je zadana ani hodnota teploty ani hodnota jej derivacie na hrani¢nej ploche,
iba matematicky vztah medzi nimi.
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Radiacnd okrajovd podmienka kvantifikuje vyzarovanie a absorpciu tepel-
ného ziarenia povrchom:

-\ =— — €0SB (T|5)4 — jrad (625)
Nl

kde ogp &~ 5,67 x 103 W/(m?. K*) je Stefanova-Boltzmannova konstanta,

€ je emisivita povrchu a j..q je mnozstvo energie elektromagnetického ziarenia

dopadajuce z okolia za jednotku casu, ktoré sa absorbuje jednotkou plochy

rozhrania. Vypoctom j,.q pre stistavu povrchov telies sa budeme detailnejsie

venovat v kapitole [0

Stefanov-Boltzmannov zadkon uréuje intenzitu vyZarovania povrchu na za-
klade absolutnej hodnoty teploty povrchu, a preto v tomto pripade pouzi-
vame absolutnu teplotu 7" a nie Celziova teplotu 1. Ak je ale rozdiel teploty
povrchu a teploty okolia maly v porovnani s absolttnou teplotou oboch, po-
tom mozno radia¢ni okrajovi podmienku linearizovat a jej tc¢inok zahrnit
do efektivneho koeficientu prestupu tepla (priklad .

Podmienky na rozhrani medzi réznymi materialmi. Ak sa materialové pa-
rametre menia skokom, vyzadujeme, aby teplota bola spojita a zaroven aby
stucet hustoty toku tepla v smere vonkajsich normél dotykajticich sa povrchov
bol nulovy,

191’5 - T92|5', (626)
o 0V
_ _ 2 =0. 2.
M g . Yo g . 0 (6.2.7)

Tieto podmienky st dosledkom rovnice spojitosti pre vntatornt energiu, ak
ju preintegrujeme cez infinitezimalne nizky valcovy objemovy element, kto-
rého jedna podstava je na strane materidlu 1 a druhd na strane materialu
2. Odvodenie je analogické odvadzaniu spojitosti normélovej zlozky indukcie
elektrického a magnetického pola na rozhrani dvoch materidlov.

Priklad 6.2.1 Stefanov—Boltzmannov zdkon tvrdi, Zze z jednotkovej plochy
povrchu absolttne ¢ierneho telesa s termodynamickou teplotou 7" sa do oko-
litého priestoru vyzaruje vykon
M = ogpT* (6.2.8)
kde ogp = 5,67.107* W - m? - K* je Stefanova—Boltzmannova konstanta.
Emisivita povrchu charakterizuje pomer intenzity vyzarovania tepelného

Ziarenia uré¢itého realneho povrchu M’ ku intenzite vyzarovania povrchu ab-
solttne cierneho telesa s tou istou teplotou 7T,

M/
O'SBT4

(6.2.9)

€ =
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Intenzitu tepelného vyzarovania redlneho povrchu vyjadrujeme teda pomo-
cou vztahu M’ = eM = eoggT*. Vzhladom na ttto definiciu, emisivita pre
dany povrch moze byt funkciou teploty 7. Typické hodnoty emisivity pre
infracervené ziarenie matného elektricky nevodivého povrchu byvaja blizke
k 1. Naopak, lesky kovovy povrch ma emisivitu bezne mensiu ako 0,1.

Ak uvazujeme malta povrchova plosku telesa d.S, potom jej tepelné vyza-
rovanie do okolia bude

dJg.out = €ospT*dS. (6.2.10)

Na druhej strane, vsetky telesa v okoli plosky s teplotou okolia T, tiez
vyzarujui a odrazaju tepelné ziarenie, ktorého ¢ast dopada aj na plosku dS
a absorbuje sa. Toto mnozstvo absorbovaného tepelného ziarenie si oznacime
dJQ,in

Celkové mnozstvo tepla odchadzajice z plosky dS je teda

dJg = eospT*dS — dJgn (6.2.11)

V pripade ak je teleso v termodynamickej rovnovahe so vzdialenym oko-
lim, t. j. T" = T,, musi byt celkovy tok tepla povrchom telesa nulovy, a

pret(ﬂ
0= eospTndS — dJgin = dJgin = €ospTpdS (6.2.12)

Z posledného vyplyva, ze ak teleso nie je v termodynamickej rovnovahe s
okolim, ale vsetky telesd okolia (steny miestnosti atd.) medzi sebou v rovno-
vahe s, potom teplo unikajice ploskou telesa bude

dJg = eospT*dS — dJgm (6.2.13)
= cosp (T - T%) dS (6.2.14)

V pripade, Ze je teplota plosky len o malo odlisna od teploty okolia,
mozeme pouzit Taylorov rozvoj funkcie stvrtej mocniny v okoli teploty okolia,

dJg = dSeoss (T + V)" — T2) (6.2.15)
~ dSeoss (Th + 4750 + ... — TL) = dSeospdT20 (6.2.16)

kde ¥ = T — T, je oteplenie plosky voéi okoliu.

Tmplikdcia v nasledovnej rovnici nie je iplne pravdivé; k d.Jg in by sme mohli pripo¢itat
lubovolni funkciu rozdielu T' — T, a uvedena podmienka by bola splnena. Ze je ndjdeny
vysledok spravny, je ukdzané v tilohe
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Ak si oznacime ay.q = 4eosgTs, ako efektivny koeficient prestupu tepla
z plosky v désledku tepelného ziarenia, dostavame vztah

Ao
=15
Pree ~ 0,9, To = 298K aogg = 5,67.10~% W- m~2- K~* ndjdeme hodnotu

efektivneho koeficientu prestupu tepla v dosledku tepelného Ziarenia

rad = 5,4W - m™2. K (6.2.18)

— paa. (6.2.17)

6.3 Analdgia s elektrostatikou

Rovnica (6.1.2) predstavuje z matematického hladiska Poissonovu rovnicu,
rovnako ako analogicku rovnicu v elektrostatike pre elektrostaticky potencial
a nabojovu hustotu,

0=v2%+ 2. (6.3.1)

€0
Ulohu elektrického pola, E = —V ¢, ma v tejto analdgii hustota toku tepla
jo = —AVY (6.3.2)

Vela rieseni v problematike vedenia tepla sa preto bude podobat na riesenia
z elektrostatiky:.

Priklad 6.3.1 Velmi dlhy priamy elektricky vodi¢ je zakopany v zemi, ktora
ma priemernu tepelnt vodivost \. Aky bude priebeh teploty v zemi v smere
kolmo od vodi¢a ak celkovy stratovy vykon na jednotku jeho dlzky je p?
Riesenie: Pouzijeme Gaussovu vetu v cylindrickej symetrii:

- . - P 2
/dS . jQ = 271'7“]@ =D = ]Q = %em (633)

kde €, je jednotkovy vektor v radidlnom smere. Integraciou rovnice [6.3.2) vy-
jadrenej v cylindrickych siradniciach a s pouzitim najdenej pridovej hustoty
vypocitame teplotné pole:

)
5o G = A\, arﬂ(r) (6.3.4)
d(r) = —% In(r) + konst (6.3.5)

Na urcenie integracnej konstanty mézeme pouzit napriklad zadanie znamej
teploty v urcitej vzdialenosti od osi vodica, J(R).
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6.4 Analdégia s prudovym polom

Velmi nazorna je aj analdgia medzi vedenim tepla a tokom elektrického
prudu. Hustota elektrického priudu dand Ohmovym zakonom

Jo=7E =-V¢ (6.4.1)
je analdgiou Fourierovho zakona vedenia tepla
jo = —AVY. (6.4.2)

Analdgiou elektrického pola je priamo gradient teploty so zapornym znamien-
kom. V oboch pripadoch pritom plati rovnica

V-j=o0 (6.4.3)

kde v pripade pridovych poli ma ¢ vyznam mnozstva elektrického naboja,
ktory sa objavuje v danom mieste na jednotku objemu za jednotku casu.
Doslovne toto nie je mozné — elektricky naboj sa zachovava, ale napriklad
pri rieseni pridového pola v rovine si zdroj elektrického naboja o(r) mozeme
predstavit ako koniec prudovodica nakontaktovany v mieste 7" na uvazovanej
rovine, ktory v tomto mieste dodédva do tlohy potrebny naboj za jednotku
casu.

6.5 Tepelny odpor

Tepelny odpor, ktory je analogicky elektrickému odporu, udava imernost me-
dzi tokom tepla Jg a rozdielom teplot medzi dvoma plochami s konstantnou
teplotou. Je teda definovany vztahom

A

Ry ="
T JQ

(6.5.1)

Jeho fyzikalna jednotka je K. W', Pouzivanie tepelného odporu je najlepsie
motivovat konkrétnym prikladom.

Priklad 6.5.1 Hlinikové ty¢ s kruhovym prierezom S = lem? mé dizku
¢ = 0,5m. Jej konce st v kontakte s tepelnymi rezervoarami s teplotami
Y(0) = 60 °C a J(¢) = 10 °C. Zvysok jej povrchu je dokonale izolovany.
Najdite celkovy tok tepla tycou a jej tepelny odpor. Tepelnd vodivost hlinika
je A =200W/(m.K).
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Riesenie: Z dovodov symetrie ocakavame, ze teplota bude len funkciou su-
radnice z pozdlz osi tyce. Tento predpoklad zabezpeci nulovy tok tepla cez
valcovy povrch tyce. Rovnica vedenia tepla potom nadobudne tvar

d2y
— = 0
dz

jej vseobecnym riesenim je lubovolna linearna funkcia,
¥(z) = az +0.
Od hladaného riesenia vyzadujeme splnenie okrajovych podmienok 9(0) a ¥(¢),

9(0) = a.0+b
9 = a.l+Db

Ich vyriesenim pre a a b najdeme

b= 0(0)aa="" ;19(0)
Teplotné pole v ty¢i ma teda tvar
0(z) = uQ ; ( )z+19(0)
Hustota toku tepla bude
- -d ¥(0) — J(L) -
= - Me—(z) = A\————Fk
Jo = —Aka-d(z) = A=
a celkovy tok
9(0) — 9(¢)

Jo = /dﬁ-]@ = S\ (6.5.2)

14

Po dosadenti cisiel najdeme Jg =2 W.
Tepelny odpor najdeme z definicie
AV _ 10 _60-10

CJdo AS 2

Ry K/W=25K/W.

Z uvedeného prikladu vidime, ze tok tepla zavisi len od rozdielu teplot,
nie ich absolttnych hodnét. Toto pozorovanie plati vseobecne, ak materia-
lové parametre nezavisia od teploty. V praxi sa zavadza pojem oteplenia alebo
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teplotného spadu voci referencnej teplote. Vo vyssie uvedenom priklade veli-
¢ina AY = 9(0) — ¥(¢) predstavuje teplotny spad teplejsieho rezervodru voci
chladnejsiemu a v ramci ty¢e by sme mohli tlohu formulovat pre jej otep-
lenie voci chladnejsiemu rezervoaru Av(z). Vysledok pre oteplenie médzno
rychlo ziskat, ak teplotu na konci tyce, v referencnom mieste, nastavime na
nulu. Vztahy sa tak zjednodusia, len nesmieme zabudnut, Ze takto spocitana
teplota je v skutoc¢nosti oteplenim.

Ako sme uviedli v tivode tejto Casti rovnice (|6.5.1} su analogické
vztahu medzi pridom, napétim a odporom. Z rovnice naviac vyplyva
aj analogicky vztah pre tepelny odpor v pripade prestupu tepla cez stenu
s plochou S a hribkou /,

1/
Ry = N (6.5.3)

Pre vSeobecné zavedenie pojmu tepelného odporu si predstavme, ze po-
zname stacionarne rieSenie rovnice vedenia tepla v tuhej latke bez zdrojov
tepla. V nej vyberme ohranicent plochu S, na ktorej je konstantna teplota
1. Pretoze na ploche je teplota konstantna, bude hustota tepelného toku na
nu kolmé. Orientaciu plochy zvolime zhodne s orientaciou hustoty tepelného
toku. K ploche S; vyberieme voci nej vysunutu plochu Ss, na ktorej je kon-
Stantnd teplota ¥y < ¥ a hranica S je vytvorend tak, ze pozdlz toku tepla

prenesieme hranicu plochy S; na plochu S5. Potom bude platit

JQ:/gldS~jQ:/deS.jQ (6.5.4)

Tepelny odpor medzi plochami S; a Sy predstavuje vyraz

Ry = ﬁlj_ V2. (6.5.5)
Q

Uloha 6.5.2 Na odhad névratnosti tepelnej izoldcie sa v technickej spréve
zdruzenia PU Europd? pouziva teplotna priepustnost ((RrS)™!) starej stre-
chy 1,52W/(m?.K) a pre tepelne izolovant strechu s 8 cm hrubou PUR
izolaciou 0,3W/(m?. K). Priemerny ro¢ny rozdiel teplot medzi vonkajskom
a vnutrajskom strechy v nasich zemepisnych sirkach je asi 10°C a vyrobné
energetické ndklady na 1m? 8cm hrubého panelu 100 kWh. Po kolkych ro-
koch od izolovania s PUR panelmi bude investicia energeticky vyhodn&?

Zhttps://www.pu-europe.eu/fileadmin/documents/Reports_public/BING_TECH_
REP_on_Thermal_insulation_materials_made_of_rigid_polyurethane_foam.pdf


https://www.pu-europe.eu/fileadmin/documents/Reports_public/BING_TECH_REP_on_Thermal_insulation_materials_made_of_rigid_polyurethane_foam.pdf
https://www.pu-europe.eu/fileadmin/documents/Reports_public/BING_TECH_REP_on_Thermal_insulation_materials_made_of_rigid_polyurethane_foam.pdf
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VA

g

rz+b —

Obr. 6.6.1: V médiu s tepelnou vodivostou A sa nachadza pravouhld oblast
s inou tepelnou vodivostou . Tepelny odpor takéhoto zlozeného média mo-
zeme odhadnit nahradnou schémou tepelnych odporov.

6.6 Skladanie tepelnych odporov

Pocitanie vedenia tepla cez oblast, ktort si vieme myslene rozdelit na mensie
pravouhlé oblasti, mozno priblizne odhadntt ako sériovo-paralelné sklada-
nie tepelnych odporov jednotlivych oblasti (Obr. Tento postup v sebe
skryva isté predpoklady, ktoré v dalsom rozoberieme.

Zo symetrie od riesenia ocakdvame, ze bude mat vertikdlne plochy (Ciary
v 2D) na ktorych je teplota konstantna. V skutocnosti to nebudi roviny
(priamky), a preto v miestach, kde sa meni tepelnd vodivost, budeme uva-
zovat segment konecnej sirky, v ktorom sa tato plocha konstantnej teploty
nachadza. Predpokladame, Ze uvazovany segment je tenky, a teda mozeme
vSade v nom povazovat teplotu za priblizne rovnaki (¥ &~ ¥y a ¥y ~ Vo
na obrazku . Mimo tieto segmenty ma riesenie teplotného pola linearny
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charakter, pricom smernica jeho narastu dava pomer hustoty tepelného toku
a tepelnej vodivosti v tejto oblasti, pretoze

0
Jjo = —)\%19(27), V(z) =kx +q (6.6.1)
Rozdiel teplot medzi koncami tychto oblasti zavisi len od ich dlzky,
Ia—0, = ‘77% (6.6.2)
JQu  JQu2
191 — ’192 = /\ C = V C (663)
9y — 0y = ‘77% (6.6.4)

V poslednom sme rovno pouzili rovnaka hustotu tepelného toku ako v prvej
rovnici, pretoze tieto segmenty maju rovnaku plochu S a nakolko celkovy tok
tepla nimi musi byt rovnaky, bude rovnaka aj hustota toku tepla v nich.

V strednej oblasti musi byt celkovy tok tepla dany sic¢tom tokov cez
stredné dve oblasti,

JQ - JQ,vl + JQ,UQ - (S - S/>jQ’Ul + S/jQ’UQ (665)

Jednym z dosledkov zavedenia prechodnych segmentov je, ze hustota tepel-
ného toku v sériovo nasledujucich oblastiach sa ment,

JQ # Jou # Q2 (6.6.6)

aj ked na presnych rozhraniach danych rovinou, alebo plochou vo vseobec-
nosti, musi byt podmienka rovnosti hustot toku tepla v jednej a druhej oblasti

splnena.
Ak si zavedieme oznacenia tepelnych odporov jednotlivych oblasti,
R, = ig (6.6.7)
R, = ig (6.6.8)
R, — is - (6.6.9)
R = ;;/ (6.6.10)

potom uvedené rovnice mozeme prepisat do tvaru
94— = RaJg (6.6.11)
191 - ’192 RCJQﬂ}l - RQJQJ)Q ( )
Vo —Vp = RyJg (6.6.13)
Jo = Jou + Jgu, ( )
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kde je podobnost s pravidlami skladania sériovych a paralelnych odporov
v elektrickych obvodoch uz zrejma.

Uloha 6.6.3 Opiste situdciu, ked predpoklady pouzitia sériovo-paralelného
skladania tepelnych odporov neplatia. Napriklad uvazujte A’ > X\ a a roznej
dizky.

6.7 Konvektivna okrajova podmienka a skla-

danie odporov
Ako bolo uvedené v casti [6.2] konvektivna okrajovd podmienka opisuje vy-

menu tepla telesa s tekutinou, ktora je s nim v kontakte. Odvod tepla cha-
rakterizujeme koeficientom prestupu tepla «.

Priklad 6.7.1 Hlinikové ty¢ s kruhovym prierezom S = lem? mé dizku
¢ = 0,5m. Jej zaciatok je v kontakte s tepelnym rezervoarom s teplotou
Y(0) = 60 °C a jej koniec je v kontakte s chladiacim médiom, charakterizo-
vanym koeficientom prestupu tepla a = 5W/(m? . K) a teplotou vo velkej
vzdialenosti J(oc0) = 10 °C. Zvysok jej povrchu je dokonale izolovany. Najdite
celkovy tok tepla tycou a tepelny odpor medzi zaciatkom tyce a chladiacim
médiom. Tepelnd vodivost hlinika je A =200 W /(m . K).

Riesenie: Oproti prikladu z casti sa 1loha lisi len okrajovou podmienkou
pre z = (,

dv
A

A = a0 - V() (6.7.1)

z=0
7 prvej okrajovej podmienky najdeme

9(0) = a.0+b—b=0v(0)

Ak toto pouzijeme vo vSeobecnom rieseni, najdeme 9(z) = az + ¥(0), ¢o po
dosadeni do okrajovej podmienky (6.7.1) vedie na rovnicu

—Xa = afal +9(0) — (o))
—_—
AD
B A
“ = Mo+
Vysledny priebeh teploty nakoniec bude
ANY,
¥(z) = z +9(0)

YR
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a tepelny tok

d AY
=) =S

Po dosadeni ¢isiel ndjdeme Jg ~ 2 x 1072 W. Vysledok je stokrat mensi ako
v pripade priameho kontaktu s tepelnym rezervoarom!
Tepelny odpor ziskame opat priamo z definicie

_av_ 50
Jo  2x1072

Jo=8(=)\) (6.7.2)

Ry K/W = 25K/ mW

Podobne, ako v pripade rezervoarov v priklade[6.7.1] zavadzame pre teleso
v kontakte s prostredim celkovy tepelny odpor

Ay 1Y/ 1
Rr=—=—-5+4+— 6.7.3
T J, AS " aS (6.7.3)
Tento sa sklada z dvoch ,sériovych® odporov: tepelny odpor samotného te-
lesa Ry = ié a kontaktny odpor sposobeny prestupom tepla medzi telesom

a prostredim R, = 1/(aS).

Oba prispevky st timerné ploche rozhrania S; hodnota tepelného odporu
na jednotku plochy rozhrania sa v anglickej literatire nazyva R value. Treba
byt obozretny, aby sa nezamienala so samotnym odporom. Jednota R value
je °C/(W. m?).

Vidime, ze R wvalue len samotného kontaktného tepelného odporu je ob-
ratena hodnota koeficientu prestupu tepla.

Uloha 6.7.2

Prestup tepla cez viacvrstvovi stenu. Stena domu ma Struktiru podla ob-
razku . Drevené hranoly malt obdlZnikovy prierez so stranami 4 cm X
9cm a tepelnd vodivost 0,1 W.m™. K™!. Tepelnd vodivost tehlovej steny
je 0,69W.m~ ' K, izoldcia minerdlnou vatou 0,04 W.m~*. K~! a omietka
0,96 W.m~'. K~!. Koeficient prestupu tepla na vnitornej strane steny je
7,5W.m 2. K a vonkajsej strane steny 15 W. m~2. K. Aky je tepelny od-
por jednotkovej plochy takejto steny? Na vypocet pouzite tabulkovy proce-
SOT.

Uloha 6.7.3 Koeficient prestupu tepla nezatepleného paneldku je a =

0,89 W/(m?.°C). Aky Siroky polystyrénovy panel musime pouzit, aby celkovy
koeficient prestupu tepla zateplenej steny bol mensi ako 0,16 W/(m?. °C)?
Tepelna vodivost polystyrénu je A = 0,04 W/(m. °C).
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Obr. 6.7.1: Usek steny skladajtcej sa z vonkajsej tehlovej vrstvy a izolovanej
vrstvy s drevenymi hranolmi.

6.8 Tepelny odpor valcovej plochy

Pri rieseni prestupu tepla sa velmi ¢asto stretavame s tllohami s priblizne cy-
lindrickou symetriou. Takymi st napriklad vypocet izolacie potrubia s chlad-
nou alebo horticou vodou, alebo vypocet radidlneho teplotného profilu pali-
vovej tyce v jadrovych reaktoroch.

V pripade tenkych ty¢i a potrubi naviac ocakdvame, ze teplota sa bude
najviac menit v radidlnom smere, t. j. v kolmej vzdialenosti r od osi symet-
rie. Radidlny smer budeme oznacovat jednotkovym vektorom e,.. Zavislost od
stradnice z v axidlnom smere (smer dany jednotkovym vektorom €), t. j.
pozdlZ osi symetrie, sa v najjednoduchsom pristupe zanedbd, lebo predpokla-
dame, ze tato zmena je relativne pomald voc¢i zmenam teploty v radidlnom
smere. V c¢asti|6.10]sa vratime k tomu, ako mozno zmenu teploty v axialnom
smere priblizne vy¢islit. Od poslednej cylindrickej stradnice uhla ¢ teplota
vobec nezavisi pre symetriu tlohy.

Stacionarna rovnica vedenia tepla v cylindrickych siradniciach, s uvaze-
nim, ze teplota je len funkciou r, ma tvar

10 0

Budeme uvazovat len oblast samotnej izolacie, ktord neméa ziadne vlastné
zdroje tepla, o, = 0. Nech sa izolacia nachiddza medzi polomermi r; a ro
a nech jej tepelnd vodivost je konstantnd. Potom postupnym integrovanim
rovnice, predelenim r a potom este raz integrovanim najdeme jej vSeobecné
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rieSenie
9 (r) =cIn(r) + e (6.8.2)

Konstanty urc¢ime z okrajovych podmienok. Na vntutornej ploche predpiseme
tok tepla (v smere do izolacie),

j(ry) - & = jo (6.8.3)
a na vonkajsej ploche konvektivnu podmienku

J(re) - €. = a(V(r2) — Vo) (6.8.4)

Ak bude ¢ predstavovat oteplenie voci teplote okolia, potom ¥, = 0, ¢o
rovnicu zjednodusi. Prijmeme teda tuto volbu.
Hustota toku je dand vyrazom

09

or

pretoze ostatné zlozky gradientu st nulové — teplota nezavisi od z a ¢.
7 podmienky v r = r; ndjdeme

j(r) = =AVD = =&, (6.8.5)

.
= —% (6.8.6)
Z podmienky v r = ry ndjdeme

ﬁjo = « <_7’1]0 Inry + 02> (6.8.7)

T2 A
( L1 ) ' (6.8.8)

= |—4+<-lnry|r 8.
C2 A 2 | T'1Jo

Dosadenim ¢; a ¢ do vSeobecného riesenia (/6.8.2)) najdeme rozdiel teplot
medzi vnutornou plochou izoldcie a prostredim (¥, = 0)

1 1

Celkovy tok tepla izoldciou na valcovej ploche s dlzkou ¢ je Jo = 2mrilj(r),
a preto oteplenie na vnutornej strane izolacie bude

AY = Ry Jo, (6.8.10)

kde

1 T9 1
Rr=——-In—
T onin . 71 + 2mrola

(6.8.11)
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Obr. 6.8.1: Zavislost tepelného odporu valcovej izolacie od jej vonkajsieho
polomeru (relativne k hodnote vnitorného polomeru). Tepelny odpor na-
dobtida miniméalnu hodnotu, ked sa jej vonkajsi polomer rovna kritickému
polomeru 75, = A/a.

je tepelny odpor na dizke ¢. Vidime, ze podobne ako pri toku tepla rovinnou
stenou, aj tu mozeme uvazovat celkovy tepelny odpor ako tepelny odpor
samotnej izolacie

1 T2

= ——In—= 8.12
B 2ml\ n ry’ (6 )

sériovo zlozeny s tepelnym odporom hranicnej vrstvy prostredia okolo izolacie

1 1

R o = = y
T 27'('7’25@ SQO[

)

(6.8.13)

kde S5 = 27mref ma vyznam velkosti plochy rozhrania medzi izolaciou a pro-
stredim.

Na vysledku je zaujimavé, ze nie je monoténnou funkciou von-
kajsieho polomeru r9; Pre malé hodnoty vyraz klesd ako ~ 1/ry a pre velké
narasta ako ~ Inry (Obr. . Preto niekde medzi tymito krajnymi situ-
aciami pre kriticky polomer izoldcie nadobuda tepelny odpor minimum

A
= c= —. .8.14
dTQ 0-)7"27 o (68 )

Fkvivalentny polomer 14, je taky vonkajsi polomer izolacie, pri ktorom je
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celkovy tepelny odpor rovnaky, ako keby tam izolacia vobec nebola,

1 roe 1 1
——1n
21l T1

— — Ry, 6.8.15
2rrgla 2mrila T, ( )

Tato rovnicu nemozno vyriesit analyticky, ale aspon pre rq > r; plati

Toe = T2/, (6.8.16)

Priklad 6.8.1 Izolacia na elektrickom vodié¢i. Nech vonkajsi polomer vodic¢a
(a teda vnitorny priemer izolacie) je r1 = 2mm. Elektrickd izolacia (PVC)
moze mat tepelni vodivost okolo A ~ 0,2W/(m . K). Kriticky polomer r, =
A/a = 4cm a ekvivalentny polomer je priblizne r, ~ 2mm . e?°, a teda kazda
rozumna elektricka izolacia bude elektricky vodi¢ tepelne viac ochladzovat
ako keby tam nebola.

Na druhej strane, trubica s teplou vodou s malym polomerom, povedzme
r1 ~ 2cm by mala byt izolovand s takymto materidlom s hribkou porov-
natelnou alebo vicSou ako 7. ~ 2cm . €2 = 14,8 cm aby mala vobec nejaky
zmysel.

Akonéahle ju ale budeme izolovat penovym tepelnym izolantom s A ~
0,02 W/(m. K), bude jej kriticky polomer 7. = 4mm a r, ~ 2cm.e%? ~ 2 cm,
a teda akakolvek hrubka takejto tepelnej izolacie bude mat uz pozitivny efekt.
V tomto pripade ale ide len o orientacny vysledok, lebo vztah je len
priblizny a konkrétne v poslednom pripade dokonca mimo svojej pribliznej
platnosti.

Uloha 6.8.2 Na izoldciu nadoby s tekutym dusikom s teplotou —196°C
sa pouziva extrémne dobre izolujici material s tepelnou vodivostou 2 x
10~* W/(m. K). Nadoba m4 tvar gule s vntitornym polomerom 0,52 m a hriib-
kou steny s izolaciou 2,5 cm. Odhadnite mnozstvo dusika, ktoré sa odpari za
jeden den, ak skupenské teplo odparovania tekutého dusika je 199kJ/ kg a
teplota okolia je 21 °C.

(1) Ulohu rieste v sférickej symetrii, pre ktord m4 radidna ¢ast Laplaceovho

operatora tvar
10 0
VZ _ - 27
"or2or <r 87")

(2) Ulohu rieste akoby $lo o rovinni stenu, nakolko hritbka steny je ovela
mensia ako polomer nadoby.
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6.9 Produkcia vnutornej energie a okrajové
podmienky

Pri rieseni uloh prestupu tepla sa stretavame so situaciami, ked je produkcia
vnutornej energie nenulova. Najbeznej$im prikladom si Joulove straty v elek-
trickom vodic¢i. Vnitornd energia generovand za jednotku casu na jednotku
objemu je dand vztahom ([5.2.1))

2

0=y E = ‘7; (6.9.1)

kde 7 je elektrickéd vodivost materialu, fq je prudova hustota toku elektrického
naboja q a E je intenzita elektrického pola.

Iny dolezity priklad predstavuje produkciu vniutornej energie latky v do-
sledku brzdenia tepelnych neutréonov v palivovych tyciach alebo ochrannych
stenach v jadrovych reaktoroch.

Pre jednoduchost uvazujme konstantni produkciu vnitornej energie v ste-
ne hrubej ¢ s konstantnym koeficientom tepelnej vodivosti A. Rovnica vedenia
tepla pre tento problém nadobudne tvar

59
0 = Ay ton (6.9.2)

Hodnota teploty v = 0 a hodnota toku tepla v tomto istom miesterﬂ pred-
stavuju okrajové podmienky,

Yz =0)=1v, Jolx=0)=j. (6.9.3)

Mohli by sme vybrat aj iné okrajové podmienky, napriklad predpisanie tep-
loty v oboch hraniénych bodoch. V skuto¢nosti su si vSetky tieto pripady
ekvivalentné, ak vhodne zamenime veli¢iny, ktoré povazujeme za dané a tie,
ktoré chceme dopocitat. Spravena volba vedie na najjednoduchsie vztahy pre
vseobecny pripad a naviac je vyhodna, ak na oboch stranach steny nasleduje
dalsi pasivny material — ¢i uz tuhy alebo kvapalny, ako si ukadzeme na konci
tejto kapitoly.

Dvojnasobnym integrovanim rovnice a pouzitim uvedenych pod-
mienok najdeme riesenie

I(x) = —%:ﬁ - %Ox + 9, (6.9.4)

37 matematického hladiska ide skér o poéiatoéné podmienky, no nie vt = 0 ale vz = 0.
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Teplota nadobiida maximum v mieste

Po——L (6.9.5)

Oy
a jej hodnota je
2

Jo
Vnax = 9 6.9.6
2X\o, + v ( )

Urcenie maximéalnej hodnoty teploty a jej miesta (hot spot) je v technickej
praxi velmi doélezité. V takomto mieste je vyssia pravdepodobnost, ze moze
prist k poskodeniu zariadenia v dosledku prehriatia.
Druhym délezitym parametrom je priemernd teplota. Jej hodnota v pri-
pade rovinnej steny bude
O'ul2 j() 14

o = 2 [1 9
av_?/o (e)da = =2 — B 14 (6.9.7)

Ak je uloha symetricka, t. j. ¥(0) = ¥(¢), potom musi platit

ol

j(0) = i = =22 (6.9.5)
t. j. polovica celkového dodavaného vykonu na jednotku plochy steny (o,/)
prechadza do kazdej strany. Dosadenim vyjadrenia pre jo = j(0) = —0,(/2
do vztahov (6.9.5), (6.9.6)), a (6.9.7) dostaneme vysledky pre tento Specidlny
pripad.

V nesymetrickom pripade, ked ¥, # 9y, bude aj odvod celkového vykonu
produkovaného v stene, nesymetricky. Iny tok tepla bude va=0av z =/,

, B o ol vy — o
, o0l oul ¥ — g

0 = AL %y 9.1
i = aG| =Gt (6.9.10)

Prvé prispevky k toku predstavuju symetrické rozdelenie celkového genero-
vaného vykonu, druhé predstavuju superpoziciu toku tepla z okrajovej pod-
mienky so zadanym oteplenim voci x = 0.

Z najdenych vysledkov mozno sformulovat aj vseobecnu ulohu, ked na-
pravo a nalavo od steny je rozne prostredie alebo zlozena izolacia z via-
cerych vrstiev. Tito ulohu mozno riesif nahradnou schémou analogickou s
elektrickym obvodom (Obr. . Uvazujme, ze nakoniec na oboch stra-
nach prideme k tej istej teplote okolia, ktort zvolime rovni nule. Na vypocet
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7(0) Ry, j(£)
Rt Rty

Obr. 6.9.1: Vypocet priemerného oteplenia steny mozno spravit aj pomocou
nahradnej schémy s ,prudovym zdrojom* a definovanymi ,napatiami“.

priemerného alebo maximalneho oteplenia steny zavedieme ,stciastku® te-
pelny odpor so zdrojom, pre ktoru je vztah medzi jeho pridmi a napétiami na
jeho dvoch péloch dany rovnicami (6.9.9) a (6.9.10)). Tieto dve rovnice naviac
dopiﬁajﬁ rovnice pre rozdiel teplot na tepelnych odporoch Rt a Ry

9o = —Rrojo (6.9.11)
Ue = Rruje (6.9.12)

V tejto formulécii su teploty ¥y a ¥, rovnako ako hustoty toku tepla jo a j;
neznamymi. Okrajova podmienka je taka, ze teplota sa rovna nule, ale az
za materidlmi charakterizovanymi tepelnymi odpormi Rty a Rry. RieSenim
tejto sustavy 4 rovnic o 4 nezndmych najdeme

% + RTJ
RT70 + RT,g -+ f

Jo = —oul (6.9.13)

Ak nas zaujima napriklad priemerné oteplenie steny, dosadime tento vysledok

do (6.9.7) a nadjdeme vysledok:

o 02 (RT,K + L) (RT,O + L)
o T out Rmzi Rog+ L -

Oy = — (6.9.14)

Uloha 6.9.1 Palivova ty¢ v jadrovych rektoroch mé polomer R = 4,5 mm.
Uvolnované teplo je z jej povrchu odvadzané vodou, ktord ma priemernt
teplotu ¥ = 300 °C a priemernt rychlost v = 3,34 m.s~!. Koeficient prestupu
tepla z tyce do kvapaliny je v tomto pripade priblizne o = 3 x 10* W . m~2.
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K. V intervale teplot 200°C < 9 < 700°C je zavislost tepelnej vodivosti
paliva od teploty priblizne linedrna, pricom A(200°C) ~ 6 W . m~'. K}
a A(700°C) ~ 3,4W . m~'. K. Linedrny vykon palivovej ty¢e v typickom
prevadzkovom rezime je P = 110 W/ cm.

(a) N4jdite priemerni a maximalnu teplotu v palivovej ty¢i za predpokladu,
ze tepelna vodivost je konstantna, zodpovedajica priemernej teplote paliva
a radidlny profil generovaného tepla v tyc¢i je konstantny.

(b) Vyrieste tuto ulohu uvazenim teplotnej zavislosti tepelnej vodivosti: uva-
zujte pomocnu funkciu

AW) = /ﬂ if A(W')d’

a najdite jej explicitny tvar, ak A(¢J) je linedrna funkcia.
Ukazte, ze vo vseobecnosti pre zlozent funkciu A(r) = A(J(r)) plati

d d

CAE) = M@0 L

Potom sa presvecte, ze rovnicu vedenia tepla s premenlivou tepelnou vodi-
vostou ([6.1.1)) mozno pretransformovat do tvaru

1d d -
T (rdr/\(r)> =0,

Priamou integraciou najdite funkciu A(r) a nakoniec jej kombinéciou s von-
kajSou funkciou A(9) najdite teplotny profil ¥(r) aj v tomto pripade.

(¢) Postupnym rozpadom paliva sa meni radidlny profil generovaného tepla,
pricom jeho hodnota je tym mensia, ¢im sa palivo nachadza blizsie k osi tyce.
Najdite teplotny profil v pripade, ked radidlny profil generovaného tepla mo-
delujeme funkciou

o(r)

a1+ 2)

Konstantu a urcte z linedrneho vykonu palivovej tyce.

Uloha 6.9.2 Ngjdite oteplenie povrchu elektrického vodica vediceho ku
rychlovarnej kanvici s prikonom 1800 W. Predpokladajte, ze vodi¢ ma jadro
z troch medenych vodicov, kazdy s prierezom 0,75 mm? a PVC izoldcie. Von-
kajsi polomer vodica je 6 mm. Stustavu nahradte cylindrickym modelom s je-
dinym efektivnym medenym vodic¢om, ktorého prierez sa rovna suctu prierezu
jednotlivych vodicov a predpokladajte, ze Joulove straty st v medi homo-
génne rozlozené. Tepelna vodivost PVC izolacie je Apyc = 0,19 W.m~1. K™,
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potrebné vlastnosti medi najdete v tabulke [5.1] a koeficient prestupu tepla
z povrchu vodica je o ~ 10 W. m 2. K.

(1) Vypocitajte o,.

(2) Vyjadrite hustotu toku tepla vstupujici do PVC izolécie od vodicov.

(3) Vyrieste rovnicu vedenia tepla v cylindrickych suradniciach s uvazenim
valcovej symetrie pre zavislost teploty od radidlnej vzdialenosti od osi vodica.
(4) Na vSeobecné riesenie pouzite Neumannovu okrajovii podmienku na vni-
tornom polomere izolacie a konvektivnu okrajovii podmienku na vonkajsom
polomere izolovaného kébla.

(5) Néjdite teplotu na povrchu izolacie vodica.

(6) Najdite priebeh teploty v efektivnom medenom vodi¢i. Aké je jeho ma-
ximalna teplota?

Uloha 6.9.3 Uvazujte tieniacu stenu jadrového reaktora. Od reaktora do-
pada na stenu ziarenie, ktorého hustota toku energie v stene pre absorpciu
postupne klesa podla vztahu

Jrad(2) = Jraa(0)e™*

(1) Najdite mnozstvo pohltenej energie ziarenia na jednotku objemu steny.
Toto mnozstvo sa zrejme rovna produkcii vniatornej energie v stene.

(2) N4jdite teplotny profil steny s hribkou L ak poznate teplotu steny na
strane reaktora 1, aj teplotu steny na druhej strane 5.

(3) Néjdite miesto, kde nadobtda teplota maximum a urcte jeho hodnotu.

6.10 Kvazijednorozmerné ulohy

V tejto Casti preberieme triedu uloh, ktoré mézu mat dvojrozmerny (J(z,y))
alebo aj trojrozmerny (¥(z,y,z)) charakter, ale vdaka velkému rozdielu me-
dzi diikovymi skalami v smere x a ostatnymi dvoma smermi, su z praktic-
kého hladiska jednorozmerné. Takéto tlohy nazyvame kvazijednorozmerné
a ich prikladmi st rozne chladiace alebo vyhrevné tyce, chladiace rebréa a po-
dobne. Konkrétny priklad, ktory mozno dobre opisat ako kvazijednorozmernt
sustavu, predstavuje vyhrievand trubica na obrazku Vdaka rozdielu
v dlzkovych gkédlach existuje jednoduchy sposob opisu ich teplotného pola.
Kvazijednorozmerna sustavu opiseme pomocou vhodne zavedenej priemer-
nej teploty, pre ktorui dokdzeme odvodit efektivnu jednorozmerni rovnicu
vedenia tepla.

Uvazujme chladiacu ty¢ z materidlu s vodivostou A a dizkou ¢, ktorej
jeden koniec je v kontakte s horticim telesom s teplotou ¥y. Ty¢ ma vonkajsi
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Obr. 6.10.1: (a) Nacrt trubice, ktora je na dizke d vyhrievans odporovym vo-
dicom. (b) Infracervend snimka demonstruje postupny pokles teploty v smere
od vyhrievanej oblasti. (¢) Porovnanie dvoch profilov oteplenia pozdlz trubice
ziskanych z termosnimky (Cervend a zelend krivka) s kvéazijednorozmernym
analytickym modelom. V nevyhrievanej ¢asti trubice vykazuje oteplenie cha-
rakteristicky exponencidlny pokles ur¢eny parametrom 0 zavedenym v rov-

nici [6. 108

obvod O a cez svoj povrch odovzdava teplo prostrediu s teplotouﬁ Voo = 0
a charakterizovanym koeficientom prestupu tepla «. Plochu prierezu tyce
oznac¢ime S. Rovnica vedenia tepla v ty¢i méa v stacionarnom rezime tvar

0=-V-j, J=-\Vd. (6.10.1)

V okoli pozicie x na osi ty¢e budeme uvazovat uzavreti integra¢na plochu
Y (z), ktora sa sklada z troch ploch (Obr. [6.10.2)):

1. plocha S(z) prierezu tyce na stradnici x, ktorej velkost je S,
2. plocha S(x + dz) ktora je posunutim plochy S(x) v smere osi x a

3. plocha S’(z), ktord je tvorend povrchom tyce medzi poziciami z a = +
dx. Jej velkost je Odz.

Rovnicu vedenia tepla (6.10.1]) preintegrujeme cez oblast uzavreti plochu

4Pri tejto volbe mé teplota vyznam oteplenia voéi prostrediu.
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Yy
S(z) S(z + dx)
dzx
()
Yo = n .
TS’(ﬂl?)
Voo

Obr. 6.10.2: Nacrt chladiacej tyce so zvyraznenym infinitezimalnym elemen-
tom s dlzkou dz. Element je ohraniceny uzavretou plochou ¥(z), ktora sa
skladd z ploch S(z), S'(z) a S(z + dz).

Y (x) a potom pouzijeme Gaussovu vetu na jej Gipravu

0 = —/ dydzjx(x,y,z)%—/dydzjx(:v—l—dx,y,z) +/ dg’-f(F’)
S S Odx
(6.10.2)

Prvé dva ¢leny mozno zlacit, ak pouzijeme Taylorov rozvoj pre hustotu toku
tepla

. . 0Jz
Jo(x +doy,2) = jo(2,y,2) + a%d%

pricom derivaciu hustoty toku mozno z Fourierovho zédkona vyjadrit pomocou
samotnej teploty

0j. 0 (_)\619(F)> )

or  Ox ox ox?

Treti ¢len vyjadrime pomocou konvektivnej okrajovej podmienky na povrchu
tyce
J)|s = ()]s

Dosadenim tychto tprav do rovnice (6.10.2)) dostaneme

2
0 = —dmsz /S dydz0(7) + a /O 9(7")dS'. (6.10.3)

dx

Zavedieme si priemerni teplotu v priereze S(z) na pozicii x:

V(z) = ;/dedzﬁ(x,y,z) (6.10.4)
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a priemerni teplotu na povrchu S'(x) na pozicii x:

1 —/ !
Ig () = @/mﬁ(r )dS (6.10.5)

Pre takto zavedené priemerné teploty rovnica (6.10.3|) po predeleni faktorom
Sdx nadobudne tvar

d? O«

0=-)A\—dx)+ —Vg(x 6.10.6

T0(@) + S0 (@) (6.10.6)
Na zaklade sktisenosti z riesenia teploty v stene alebo vo valcovej izolacii
mozno predpokladat, ze dve priemerné teploty ¥(x) a ¥g/(x) si budi navza-
jom tmerné, Vg (x) = kd(x) (pozri tlohu [6.10.3); ak zavedieme oznacenie
o/ = ka, tak najdeme diferencidlnu rovnicu pre priemernt teplotu prierezu
tyce,

d? O’

- 2%y

9(z) (6.10.7)

Tato rovnica ma tvar rovnice vedenia tepla s efektivnou produkciou vnutor-
nej energie o, = %‘”Iﬁ(a:) Tento vyraz zavisi od hladanej teploty, a preto
rovnica predstavuje homogénnu linearnu diferenciadlnu rovnicu druhého radu
s konstantnymi koeficientami.

Vseobecné riesenie rovnice (6.10.7)) hladdme v tvare 9(z) = ae®®. Po jeho
dosadeni najdeme

SA

9 _ /6 B —xz/ 5 =
(x) =a e’ +a_e ] Oal

(6.10.8)

kde a; a a_ si Iubovolné konstanty.

Predpokladajme, ze chladiaca ty¢ je velmi dlha; exponencidlne narasta-
jici ¢len potom nemoze splitat okrajovii podmienku na konei tyée, J(0) — 0,
a preto a; = 0. Druhd konstanta je urcena z teploty hortceho telesa, s kto-
rym je ty¢ v kontakte ¥(x = 0) = . Teplota bude v chladiacej ty¢i teda
exponencialne klesaf,

V(z) = Jpexp(—x/9) (6.10.9)

Vzdialenost, na ktorej poklesne teplota v ty¢i na 9Jy/e je dand parametrom

J.

Priklad 6.10.1 Uvazujme jednu z mnohych hlinikovych tyc¢iniek, ktoré su
stucastou pasivneho chladenia procesora v PC. Koeficient prestupu tepla a =~
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5W/(m?. K), tepelnd vodivost hlinika A = 200 W/(m . K), polomer tycky
asi r ~ 1mm a dlzka ¢ ~ 50 mm najdeme

T2\

2rra!

5:

~ ldcm (6.10.10)

Chladiace ty¢inky s teda navrhované ovela kratsie ako je dizka poklesu
teploty a mozeme predpokladaft, zZe ich teplota je prakticky totozna s teplotou
chladeného telesa.

Uloha 6.10.2 Odhadnite koeficient prestupu tepla « pre prirodzené pridenie
popri trubici z obrazku [6.10.1} Vieme, Ze trubica je z hlinika s koeficientom
tepelnej vodivosti A = 200W . m~' . K™!, vonkaj${ polomer trubice je 30
mm a hribka jej steny je 1 mm. Vnitorny objem trubice je uzavrety, preto
prestup tepla prostrednictvom vnutornej valcovej plochy mézeme v staci-
onarnom pripade zanedbaf.

Uvazujte, ze priebeh méa exponencidlne klesajici charakter pre z > d.
Charakteristickt dizku 6 odhadnite zo smernice pre namerant zévislost otep-
lenia pre z = d (Obr. ) Uvedommte si, ze prierez kvazilD ststavy je
v tomto pripade len prierezova plocha steny trubice.

Uloha 6.10.3 Uvazujte valcovi ty¢ s polomerom R, v ktorej je konstantnd
hustota produkcie vnitornej energie — hustota Joulovych strat o,. Ty¢ ma
koeficient tepelnej vodivosti A a koeficient prestupu tepla zo svojho povrchu
a. Ukézte, ze pomer priemerného oteplenia v priereze a na povrchu tyce voci

okoliu je dany vztahom,
1

= 1 _|_ % .
Urcte hodnotu koeficientu k£ pre hlinikovi ty¢ s polomerom 1 mm chladent
prirodzenym prudenim (o ~ 5W/(m.K)).
Vyraz

_ Ra

)

predstavuje tzv. Biotovo ¢islo pre dlhi ty¢ a stretneme sa s nim v nasledujucej
kapitole.

Bi

Uloha 6.10.4 Ukéazte, Ze pri pouziti okrajovych podmienok 9J(0) =
a j.(L) = av(L) bude mat riesenie vedenia tepla pozdlz chladiacej tyce
tvar

e—:c/6 696/6
9(z) = Uy (1 PR T e2L/6/n> (6.10.11)
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kde




Kapitola 7

Prechodné deje pri vedeni tepla
v tuhych latkach

Prechodné deje sa od stacionarneho vedenia tepla vyznacuju tym, Ze tep-
lota sa pri nich v ¢ase meni. Jednoduchym prikladom prechodného deja je
chladnutie horticeho telesa alebo ohrev telesa z pociatocnej teploty na vyssiu.
Cielom studia prechodnych dejov je vediet predpovedat, ako dlho dany proces
bude trvat, aj ked st situacie ked mozu byt zaujimavé aj dalsie otazky, napr.
najvyssia dosiahnutd prechodné teplota v urcitom mieste. Ako prvy bude
vysvetleny prisup k pribliznému a jednoduchému opisu prechodného deju
pomocou priemernej teploty, ¢o vedie na matematicky model s obycajnou
diferencidlnou rovnicou prvého radu. Pripomenieme si, ako takéto rovnice
mozno analyticky riesif, ¢i uz priamou integraciou alebo pomocou Laplace-
ovej transformacie. V druhej polovici kapitoly ukazeme, ako mozno pomocou
Laplaceovej transformacie analyticky riesit aj niektoré prechodné deje pre
celé teplotné pole. K problematike prechodnych ¢i vSeobecne nestacionar-
nych tloh vedenia tepla je zaujimavé si okrem Standardnych ucebnic [18, 20]
prelistovat aj monografiu od Carslawa a Jaegera [21] s mnozstvom analyticky
riesitelnych tloh rovnice vedenia tepla.

7.1 Opis priemernej teploty nehomogénneho
telesa

V tejto kapitole najdeme efektivny model pre opis priemernej teploty telesa
a podmienky jeho platnosti. Vyjdeme z rovnice vedenia tepla v tuhom telese
bez explicitného vyjadrenia hustoty toku tepla,

0V S
— _\7 .4 . d.1
pC 5 = V- jo+ o (7.1.1)

131
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Hmotnostna tepelna kapacita je oznacena ako ¢, pricom nie je dolezité uva-
dzat index konstantného objemu, nakolko teleso povazujeme za nestlacitelné.
Predpokladajme, Ze tepelnd kapacita aj hustota su od teploty nezavislé ve-
liciny. Mo6zu ale zavisiet od priestorovej siradnice. Teleso moze byt zlozené
z viacerych casti a materidlov, ktoré sa v hodnotach hustoty a tepelnej ka-
pacity lisia. Priemerni teplotu telesa ¥y (t) preto zadefinujeme tak, aby sme
pomocou nej vedeli vycislif zmenu vnitornej energie celého telesa

/dvpf)f) I(F 1) (/def’) ) V) (7.1.2)

t. .

dV r)9 (7t

Jv AV p(F)e(F)
kde integrujeme cez celé studované teleso a V' je jeho objem. Vyraz v meno-
vateli predstavuje celkovi tepelnu kapacitu telesa

C= /V AV p(F)e(7). (7.1.4)

Rovnicu pre priemernﬁ teplotu telesa najdeme preintegrovanim rovnice
vedenia tepla (|7 cez jeho objem. Pouzitim Gaussovej vety pre ¢len obsa-
hujtci hustotu toku tepla najdeme

dvy

—Y —_¢4dS-jo+P. 1.
o f S G0+ (7.1.5)

P predstavuje narast vnutornej energie telesa za jednotku casu v dosledku
nevratnych procesov, ako si napriklad Joulove straty.

Vy¢islenie celkového toku tepla cez jeho povrch zavisi od Specifickej situ-
acie. Budeme uvazovat dva prispevky:

1. Teleso je na ploche S svojho povrchu v kontakte s prostredim so vzdia-
lenou teplotou ¥, a tento kontakt je charakterizovany koeficientom
prestupu tepla a. Potom

- / A5 0= —a / dS (O(Ft) — o) = —aS(0s(t) — Vo), (7.1.6)
s S
kde sme zaviedli priemernu teplotu na povrchu telesa

_ ; JREGE (7.1.7)

2. Castou povrchu s plochou S’ vystupuje z telesa predpisany tok J(t).
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Uvézenim tychto moznosti ndjdeme rovnicu

c‘ﬁv = —aS(Ws(t) — ) — J + P, (7.1.8)

ktord obsahuje dve nezname funkcie — priemerni teplotu telesa ¥y (t) a prie-
mernu teplotu povrchu telesa v kontakte s prostredim ¥g(t). Rozdiel medzi
tymito teplotami mozeme zanedbat, ak je ich rozdiel vyrazne mensi ako roz-
diel medzi priemernou teplotou povrchu telesa a teploty okolia. V takomto
pripade priemerna teplota telesa spliia rovnicu

C’ddﬁ;/ =—aSWy(t) — V) — J + P. (7.1.9)
Tato rovnica predstavuje linedrnu diferencialnu rovnicu prvého radu s pravou
stranou. Jej rieSenie bude opisané v nasledujucej casti.

Platnost rovnice je podmienend malym rozdielom medzi priemer-
nou teplotou povrchu a objemu telesa. Tento predpoklad bude zrejme splneny,
ak bude tepelna vodivost telesa dostatoc¢ne velka. Hustotu toku, dant Fou-
rierovym zakonom j’Q = — AV, radovo odhadneme ako rozdiel priemernej
teploty v objeme a na povrchu telesa predeleny s charakteristickym dizkovym
rozmerom telesa £,

-
jo ~ )\VTS (7.1.10)

Pri povrchu telesa v kontakte s prostredim by tato hustota toku mala byt
zhodna s hustotou toku tepla cez povrch S,
vy —Vs

AT = alds — V) (7.1.11)

Aby platilo [¢y — ¥s| < |¥s — Vuo|, musi byt splnend podmienka
A l
[y — 95| < S|y — bl —>Bi:o‘7 <1, (7.1.12)

kde Bi je bezrozmerna konstanta, tzv. Biotovo cvisldﬂ Nevyhnutna podmienka
pre platnost rovnice je kritérium Bi < 1.

Rovnica v pripade a = 0, ked je vyssie uvedena nerovnost trivialne
splnena pre ITubovolni hodnotu A, plati pre priemerni hodnotu teploty telesa
pre fubovolnu funkciu toku tepla J(t).

! Jean-Babtiste Biot, franctizsky fyzik a matematik, s ktorého menom ste sa uz stretli
v Biotovom—Savartovom zikone v magnetizme.
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Priklad 7.1.1 Charakteristicky rozmer telesa nie je velmi presne definovany
pojem. V technickej literatire sa ¢ zavadza vzfahom

v
S Y

kde V' je objem telesa a S velkost povrchu, na ktorom je teleso v kontakte
s prostredim. Pre gulu s polomerom R mame napriklad

/=

Priklad 7.1.2 Mozno opisat chladnutie hortcej tehly na vzduchu len pomo-
cou jej priemernej teploty? Rozmery tehly st 400 x 100 x 200 mm a koeficient
tepelnej vodivosti A = 1,5 W/(m. K). Odvod tepla z povrchu tehly je charak-
terizovany koeficientom prestupu tepla a ~ 10 W/(m? . K). (T4to hodnota
zahina prispevok od prirodzeného pridenia a aj linearizovany prispevok od
jej tepeného Ziarenia.)

Riesenie: Charakteristicky rozmer tehly bude

abe

g_

~ 2(ab + be + ac) ~ 30 mm

Najdeme podmienku pre charakteristicky rozmer z Biotovho kritéria

al

Bi —
DY

A
<1 —=/{< —=150mm

a
Tehla s charakteristickou dizkou okolo 30 mm tito nerovnost spliia, a preto
ocakavame, ze jej chladnutie mozno opisat pomocou exponencialneho poklesu
jej priemernej teploty.

Priklad 7.1.3 Pre telesa, ktoré maju niekolko vyrazne odlisnych priestoro-
vych skal, jedno Biotovo kritérium nie je postacujice. Napriklad, pre dlhy
valec s vyskou L a polomerom R < L, pouzitim definicie z prikladu
najdeme jediny charakteristicky rozmer

TRL R

= —, 1.1
2rRL + 27 R? 2 (7.1.13)

Na druhej strane, zo stacionarneho riesenia teploty v chladiacej ty¢i (s dizkou
L) vieme, ze aj ked je teplota na povrchu a v objeme na danom mieste dlzky
tyce rovnaké, t. j. je splnené Bi, < 1, teplota sa meni po jej dlzke podla
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vztahu (6.10.11)). Tato zavislost mozeme povazovat za priblizne konstantni
iba ak 9(0) ~ J(L), co je ekvivaletné podmienke
L? 20y«

1> = =1

5 = =Ly (7.1.14)

Posledny vyraz moézno napisat pomocou ,druhého® Biotovho cisla pre tyc
s pouzitim ,druhého® charakteristického rozmeru & = L?/¢,
o
Bie = i\ < L (7.1.15)
To, ze existuju dve rozne priestorové skaly priamo suvisi s tym, Ze st potrebné
dve kritéria — z konstant vystupujicich v probléme vieme totiz vyrobif dve
nezavislé bezrozmerné cisla.

7.2 Riesenie prechodného deja — chladnutie

V tejto casti vyrieSime rovnicu (7.1.9)) pre chladnutie telesa. Pri chladnuti
telesu nedodédvame ziaden stratovy vykon, ani nevynucujeme tok tepla cez
cast jeho hranic¢nej plochy, a preto J = P = 0. Diferencidla rovnica opisujica
chladnutie nadobudne teda tvar
dv
CdTV = —aS(Wy(t) — ¥u). (7.2.1)
K rovnici musime pridat pociatoénti podmienku na teplotu v pociatoénom
¢ase, Uy (0) = ¥y > Y. RieSenie by sme mohli zjednodusit tradi¢nou volbou
Yo = 0, no z pedagogickych dovodov to tentokrat nespravime.
V prvom kroku najdeme riesenie homogénnej rovniceE]
df

C=F = —aSf(t), (7.2.2)

ktoré hladdme v tvare f(t) = ae’; dosadenim najdeme

as
C Y

pricom konstanta a moze byt lubovolnd. Zavedieme oznacenie relazacného

5 - C
casu T = 3.

Cabe” = —aSae’ = b= — (7.2.3)

2Pripometime, e rovnica je homogénna, ak ma trividlne rieSenie, t. j. f(t) = 0 je
rieSenim.
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V druhom kroku hladédme jedno partikuldrne rieSenie rovnice s pravou
stranou met6dou varidcie konstanty a, t. j. predpokladame Ze f,(t) = a(t)e™*/7,

1
—C=a(t)e ™™ + C'e_t/T(j;tL = —ozS(a(t)e_t/T — Uso) (7.2.4)
-
da
— = 71900 2.
% e (7.2.5)
a(t) = (et — 1 (7.2.6)
a teda partikularne riesenie bude
fp(t) = 0s0(1 — e_t/T). (7.2.7)

Vseobecné riesenie rovnice ((7.2.1]) je sti¢tom vSeobecného riesenia homogén-
nej rovnice a jedného partikularneho riesenia,

Dy (t) = ae™™ + 9 o(1 — e 7). (7.2.8)

Integracni konstantu a ndjdeme z pociatocnej podmienky pre priemernt
teplotu,

o = ae’ + Voo (1 — €°) = a = ¥y, (7.2.9)
a teda riesenie je
Dy (t) = (99 — Vo)™ + V. (7.2.10)

Néjdeny priebeh teploty predstavuje klesajicu exponencidlu (Obr. |7 ,
relaxacny ¢as 7 urcuje, za aky ¢as poklesne rozdiel priemernej teploty telesa
voci okoliu na 1/e-nasobok svojej poc¢iatocnej hodnoty, resp. za ¢asovy inter-
val T/, = 71n 2 poklesne tento rozdiel na polovicu. Pre velké hodnoty casu
t bude teplota telesa vyrovnana s okolim tak, ako by sme ocakavali.

Priklad 7.2.1 V hrnci z nerezovej ocele s hmotnostou 0,7 kg (aj s pokriev-
kou), s priemerom podstavy 155 mm a vyskou 90 mm sme nechali 0,8 kg teplej
vody. Hrniec sme polozili na dreveni podlozku a nepriedusne prikryli kovo-
vou pokrievkou. Oteplenie nadoby voci okoliu pokleslo na polovicu za 2,5
hodiny.

Odhadnite hodnotu koeficientu prestupu tepla pre hrniec s pokrievkou.
Uvéazte, 7e kovova stena (dobry tepelny vodi¢) hrnca je prakticky rovnako
tepld ako voda v hrnci. Merna tepelna kapacita vody je ¢, .q = 4200 J/(kg. K)
a ocele, z ktorej je hrniec, je ¢, steer = 500J/( kg . K). Odvod tepla drevenou
podlozkou zanedbajte.
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Obr. 7.2.1: Priebeh relativneho oteplenia telesa voci okoliu Ady(t) =
(Vv (t) — Vo) /(9 (0) — Vo) pri jeho chladnuti. V ¢ase t = 71n 2 klesne jeho
hodnota na polovicu voc¢i pociatocénej situacii; v ¢ase t = 7 poklesne na 1/e —
nasobok. Ak by sme predpokladali, Ze oteplenie bude klesaf v ¢ase rovnomere
takou rychlostou, ako v pociato¢nom momente, teleso by nadobudlo teplotu
okolia presne v ¢ase t = 7, ako naznazuje dotycnica ku krivke ochladzovania.

Riesenie: Rozdiel priemernej teploty vody (a hrnca) voéi okoliu klesé expo-
nencialne,

Ay (t) = Ady (0)e Y. (7.2.11)

V case t = T, klesne tento rozdiel na polovicu, t. j.
1
520y (0) = Ay (0)e Trr2/™, (7.2.12)

z ¢oho néjdeme T}/, = 7In2. Nakolko 7 = C/(Sa), mdzeme vyjadrit koefi-
cient prestupu tepla

~ Cln2
STy

a (7.2.13)

Ur¢ime najprv celkovi tepelnt kapacitu sistavy vody a hrnca. Podla

(7.1.4),

Cc = prlcp,l + pg‘/QCp,Q =MmM1Cp1 + maCp 2 (7214)
= 0,7.500 + 0,8.4200 = 3710 J/(kg . K) (7.2.15)
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Celkovt plochu rozhrania medzi vzduchom a hrncom najdeme z jeho rozme-
rovf)

S =71R*+2rRh = nR(R + h) = 0,041 m?. (7.2.16)

Po dosadeni dostaneme koeficient prestupu tepla (pre prirodzené pridenie
pozdlz steny hrnca) priblizne o = 7W/(m? . K).
Na overenie, ¢i mozno povazovat priemerni teplotu na povrchu zhodnu
s priemernou teplotou celej stustavy, vycislime Biotovo ¢islo. Charakteristicky
rozmer vody v hrnci bude
vV 08x1073

Tepelna vodivost vody je asi A = 0,6 W/(m . K), takze
l
Bi = 0‘7 ~ 0,23 < 1, (7.2.18)

t. j. kritérium je margindlne splnené. Samotny hrniec sme neuvazovali, méa
ovela vyssiu tepelni vodivost ako voda. V realite bude voda v hrnci aj trochu
prudit, prestup tepla v nej bude realizovany aj konvektivne, a to efektivne
navysi jej tepelni vodivost. Biotovo kritérium tak bude lepSie splnené.

Uloha 7.2.2 Ukézte, 7e chladnutie telesa je matematicky ekvivaletné vybi-
janiu kondenzétora s kapacitou C' cez rezistor R = 1/(«a.S), pricom teplota
okolia je reprezentovand napéatim na jednej strane kondenzéatora (zem) a prie-
merna teplota telesa predstavuje napatie na druhej strane kondenzéatora.

7.3 Ohrievanie telesa

Prepokladajme, ze do ¢asu t = 0 malo teleso rovnak teplotu ako jeho okolie,
¥s. V case t = 0 zapneme konstantny prud vodic¢om, ktory je zabudovany
do telesa, ¢im mu budeme zvysovat vnutornu energiu, P > 0. Ako bude
vyzeraf priebeh priemernej teploty ako funkcie ¢asu? Na akej hodnote sa
ustali priemerna teplota telesa, ak sa vobec ustali?

Na zodpovedanie tychto otdzok musime riesif rovnicu pre J =
0 a s pociatonou podmienkou ¥(0) = . Nakolko postup je analogicky
rieSeniu problému chladnutia, uvedieme priamo vysledok,

Dy (t) = (Voo — Vs)e T + 0 (7.3.1)

3Nezaratavame plochu dna hrnca, lebo sa nachidza na drevenej, dobre izolovanej pod-
lozke. Tok tepla cez dno je zanedbatelny.
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t=7In2
0 I * I I I I
0 05 1 15 2 25 3
t=r1 t/T
Obr. 7.3.1: Priebeh relativneho oteplenia telesa voci okoliu

Ay (1) /A0y (00) = (Fy(t) — Poo)/(Py(c0) — Jo) pri jeho ohrievani.
Podobne ako pri ochladzovani (Obr. [7.2.1)), aj v tomto pripade urcuje 7
casovu skalu, na ktorej dochddza k ohriatiu telesa.

kde

P
Vs = e + Vs (7.3.2)
je teplota, ktori dosiahne zohrievané teleso pre velky cas. Tato teplota je
konecna, aj ked je telesu neustile dodavana energia. Je to preto, lebo ¢im
je teleso teplejsie, tym rychlejsie odovzdava teplo okoliu a pri urcitej do-
statocne velkej teplote bude rychlost dodévania tepla rovna rychlosti jeho
odovzdavania okoliu.

V uvazovanom modeli je relaxac¢ny cas ohrievania telesa zhodny s rela-
xaénym casom jeho chladnutia. Toto plati ale len dovtedy, kym koeficient
prestupu tepla « je ten isty pre chladnutie, aj ohrievanie. Ukazuje sa, zZe toto
nie je celkom pravda, a preto pre ohrev treba pouzit mierne iny koeficient
ako pre chladnutie.

Uloha 7.3.1 Najdite koneéni teplotu ohrievaného telesa priamo z rovnice
| , hladanim jej staciondrneho stavu, t. j. taka v, pre ktori je %195 = 0.

Uloha 7.3.2 Za aky ¢as sa zohreje 400 kW olejovy transformator na 90 %
hodnoty oteplenia ustaleného stavu? Hmotnost transformatorového oleja so
specifickou tepelnou kapaciou ¢, = 2,4kJ/(kg - K) je 278 kg, hmotnost mag-
netického obvodu (kremikova ocel) je 570kg s ¢, = 490 J/( kg - K), hmotnost
nadoby s konstrukénymi ¢astami (uhlikova ocel) je 307kg s ¢, = 490 J/(kg -
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K) a hmotnost vsetkého medeného vinutia je 251kg s ¢, = 390J/(kg - K).
Celkovy povrch chladiacich rebier nddoby je asi 25m?. Koeficient prestupu
tepla pre prirodzené prudnie pozdlz chladiacich rebier je 5 W/(m? - K).

Uloha 7.3.3 N4jdite rieSenie diferencidlnej rovnice ohrievania telesa (7.1.9)
s J = 0 a pociatoénou podmienkou 9(0) = ¥, metdédou varidcie konstanty.

7.4 Riesenie diferencialnej rovnice Laplace-
ovou transformaciou

V pripade, ze dodavany vykon do telesa je funkciou ¢asu, tiez mozno riesit
rovnicu pre priemernt teplotou metédou varidcie konstanty. V matematickej
fyzike (pozri napr. [21]) tento postup vedie na Greenovu funkciu, pomocou
ktorej mozno vyjadrit partikuldrne riesenie pre Iubovolnt zadani funkciu
P(t) v tvare

01 = [ G- 1)), G(t—t'):ée<tf’>/T1(t_t'), (7.4.1)

kde 1(t — t') je Heavisideova funkcia jednotkového kroku. Tento vysledok
mozno priamo ziskat aj metdodou variacie konstanty.

V technike sa pri analyticky riesitelnych tlohach vedenia tepla viac ako
Greenove funkcie pouziva Laplaceova transformacia a to aj v tlohéach, kde sa
riesi aj priestorova zavislost teplotného pola pri prechodnych javoch. Nakolko
tento postup pouzijeme v dalSej kapitole, pripomenieme si, ako pouzivame
Laplaceovu transforméaciu na riesenie obycajnej diferencialnej rovnice. Lap-
laceovu transforméciu zapisujeme v tvare

10 = fo) = £{W} = [~ e ra (7.4.2)

p je oznacenie Laplaceovej premennej, nahradzujicej cas t po transformacii.
V prvom kroku pouzijeme Laplaceovu transforméciu na prava aj lava
stranu povodnej rovniceF_f],

Cpf(p) — 00) = —aS(F(p) - ) + F

=)+ P, (7.4.3)

4Pomocou tabuliek, napr. http://tutorial .math.lamar.edu/Classes/DE/Laplace_
Table.aspx.
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Upravou néjdeme vysledok pre obraz,

;o Uo+VUs/(pT) + P(p)/C
f(p) = p—i—l/T :

(7.4.4)

V poslednom kroku vyhladame spatni transforméciu pomocou uprav a ta-
buliek. Prvé dva ¢leny v citateli rozlozime

Jo TV oo —Voo

+ + 7.4.5
p+1/7 ™  p+1/T ( )

a kazdy samostatne pretransformujeme naspéf,
Doe T 4+ 90 — Voo™ (7.4.6)

Toto predstavuje vseobecné riesenie rovnice chladnutia telesa , ktoré
sme nasli aj pomocou metody varidcie konstanty. Posledny clen v
mozno pomocou konvolicie transformovat na partikuldrne riesenie uvedené
v rovnici . Aj pomocou Laplaceovej rovnice nakoniec nachadzame vse-
obecné riesenie rovnice pre priemernu teplotu telesa,

1 gt ,
Dy () = (Vg — Voo )e ™™ + 0o + 5/ dt'e= /7 p(¢'). (7.4.7)
0

7.5 Nestacionarne teplotné pole

V niektorych geometricky jednoduchsich tilohdch mozno pouzit Laplaceovu
transformaciu na ziskanie analytickych vysledkov pre teplotné pole ako fun-
kciu ¢asu a jednej priestorovej premennej [21]. UkdZeme jeden priklad, ktory
vytvori predstavu, ¢o takéto riesenie rovnic obnésa.

Uvazujme 1D tlohu vedenia tepla v polonekonecnej stene, pricom okra-
jovou podmienkou bude predpisany konstantny tok tepla jo v z = 0. Po-
¢iatoéna podmienka nech je konstantna teplota v celej stene. Tuto teplotu
zvolime rovni nule. KedZe ide o polonekonecni oblast, od riesenia ocakavame,
ze teplota v nekonecne ostane nulova. Toto predstavuje druhu okrajovi pod-
mienku. Musime teda riesit ilohu

0 A 02

9 _Jo
I(t,x — o00) =0, — %19(:17,25) . =3 (7.5.2)

s pociatoc¢nou podmienkou

9(0,z) = 0. (7.5.3)



KAPITOLA 7. PRECHODNE DEJE 142

Z prvej rovnice vidno, Ze riesenie bude zavisiet len od difuzivity vp = \/(pc),
ktora charakterizuje rychlost zmien tepelnych nehomogenit v latke. Tepelna
vodivost vystupuje aj v Neumannovej okrajovej podmienke, no tu len v kom-
binéacii s predpisanou hustotou toku tepla — ich pomer predstavuje druhy
parameter, od ktorého bude riesenie ulohy zavisiet.
Laplaceov obraz rovnice a okrajovych podmienok bude
- 0% -

pi(ep) = vpo s 20(z,p), (7.5.4)
0 - Jo 1
_Z9 _J0-
= d(w.p)

I(p,x — 00) — 0, (7.5.5)

=0

RieSenie podobnej rovnice sme uz raz nasli pri ulohe chladiacej tyce. Preto
priamo napiseme vysledok

D(z,p) = c1e7/°®) 4 cpe™P0) - 5(p) = | = (7.5.6)
p

Konstantu cy pri exponencialne narastajicom c¢lene musime polozif rovnua
nule, aby bola splnend okrajova podmienka pre x — oo. Z okrajovej pod-
mienky pre x = 0 ndjdeme

L gl dod®)

Vysledny Laplaceov obraz riesenia teda nadobuda tvar

I(px) = ‘T;ﬁ;—gexp (—\/zx> : (7.5.8)

Pre néjdenie spatnej transformacie pouzijeme Vzﬁahﬂ [21]

1 x
L7 ——e VP L = 2/tierfe | —= 7.5.9
{p3 ¢ } ferfe { 7i ( )
v ktorom vystupuje integral z komplementarnej error funkcie
o0 1 2
ierfe(z) = /z erfe(y)dy = ﬁe_z — zerfe(z). (7.5.10)

5Uvedeny vztah mozno dvgjnésobnym derivovanim podla z previest na tlohu hlada-
nia spitného obrazu funkcie f(p) = exp( 2,/p), ktorému zodpovedd funkcia f(t) =
1

mt

v bezrozmenych jednotkdch na nekoneénej oblasti z € (—00,00).

2 . 7 s v . . .
e=#"/(4)  predstavujuca relatlvne zname partikuldrne rieSenie rovnice vedenia tepla
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Samotna komplementarna error funkcia je definovana vztahom

2 o0 2
erfe(z) = ﬁ/ e ¥ dy. (7.5.11)

Vyuzitim tychto vztahov najdeme

270 1 2 x T
Wx,t) = =2\/vpt | —=e=@/vpt) _ erfc . (7.5.12
(1) = =" vvp lﬁ 2V/vpt 2V/vpt ( )
Fitovanie tohto vztahu na experimentalne data teplotnej odozvy mozno po-
uzit pre presné merania difuzivity a teda aj tepelnej vodivosti latok [22].
7 rovnice tiez vyplyva, ze na povrchu vzorky, pre x = 0, bude
teplota narastat imerne odmocnine casu,

2o [vpt
9z =0,t) = %,/’%. (7.5.13)

Vidime, Ze oteplenie bude neohranicene rast, ¢o je samozrejme len akademic-
kou zaujimavostou. V realite po dosiahnuti urcitej hodnoty oteplenia nebude
mozné udrziavat nemenni hustotu toku tepla vstupujiceho do vzorky a po-
vodne rieseny matematicky model je nevyhnutné zmenit.

| | | | |
0 | | | | |

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0
2z =x/(2V/vt)

Obr. 7.5.1: Priebeh normalizovaného oteplenia polonekonec¢nej vzorky v do-
sledku konstantného tepelného toku vstupujiceho na jej povrchu v x = 0.
Pre dané miesto x > 0 bude oteplenie pre narastajici ¢as t dané hodnotami
z bliziacimi sa k z = 0.

Pomocou priebehu oteplenia na povrchu mozno vSeobecné riesenie, fun-
kciu dvoch premennych z a t, zapisat len pomocou jedinej bezrozmernej
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premennej z = z/(2+/vpt),

0(2)

Ta—og —¢ ~ VAsete(s) = Vierte(z) (75.14)

Priebeh tejto funkcie, z ktorého mozno ziskat predstavu o ¢asovom vyvoji
teplotného pola, je ukdzany na Obr.

Uloha 7.5.1 (1) N4jdite prechodny dej ohrievania polonekonecného telesa
pre Dirichletovu okrajovii podmienku d(x = 0,t) = ¥y a nulovi pocdiatoc¢ni
podmienku J(x,t = 0) = 0. (2) Zobrazte priebeh zavedenim podobnych bez-
rozmernych premennych ako na obrazku[7.5.1] (3) Ako najdeme ¢as, v ktorom
bude teplota v hibke latky z = h nadobudat 90% teploty na okraji?

Pri rieseni pouzite spiatnu Laplaceovu transformaciu

L1 {;e_x\/ﬁ} = erfc (23%)

RieSenie: tog(h) ~ - (LY




Kapitola 8

Prestup tepla v tekutinach

V tekutinach sa teplo siri nie len kondukciou, opisanou Fourierovym zakonom,
ale aj konvekciou — makroskopickym pohybom latky. Zakladom matematic-
kého opisu prestupu tepla v tekutinach s tri parcialne diferencidlne rovnice:
(1) pohybova rovnica tekutiny predstavujica rovnicu pre rychlostné pole
latky, (2) rovnica vedenia tepla, ktora predstavuje rovnicu pre teplotné pole
a (3) rovnica spojitosti pre hustotu hmotnosti. V kapitole sa oboznamime
s niekolkymi analytickymi vysledkami stacionarneho prestupu tepla v teku-
tinach platnych pri laminarnom prideni. V priebehu vykladu sa postupne za-
vedu viaceré bezrozmerné ¢isla ako je Reynoldsovo, Prandtlovo, Nusseltovo ¢i
Rayleigho ¢islo, pomocou ktorych st formulované vysledky pre kvantitativny
opis prestupu tepla vo forme kriterialnych rovnic. Nadobudnuté skiisenosti
s diferencidlnymi rovnicami prestupu tepla v tekutinach predstavuje dolezity
zéklad na ich tspesné numerické riesenie a interpretovanie vysledkov po-
mocou roznych volne siritelnych alebo komerénych programov. Rozsiahlejsi
vyklad kvantitativneho opisu prestupu tepla s velkym mnozstvom rdznych
geometrii a zodpovedajuicich kriterialnych rovnic mozno najst v ucebniciach
Holmana [I§] alebo Incropera a kol. [20].

8.1 Zakladné rovnice a pojmy

Rovnice opisujice rychlostné a teplotné pole v latke sme ziskali z formulacie
zakonov nerovnovaznej termodynamiky pre spojité prostredie v kapitole [5}

9,
p(wﬁ—l—ﬁ-Vﬁ) =—-Vp+ V- -(nV0)+V (V7)) + pg, (8.1.1)

or TBdp
pcy ((975 +7- VT) Tondl V- (AVT) + oy, (8.1.2)

145
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dp
ot

Na vypocet troch neznamych poli ¥(7t), T'(7,t) a p(7,t) je potrebné dodat
k tymto rovniciam vhodné okrajové a pociatocné podmienky, podobne ako
to bolo v pripade jednoduchsich tloh vedenia tepla v tuhej latke v kapito-
l4ch [0 a[7] Pohybova rovnica tekutin aj rovnica vedenia tepla st prvého radu
vzhladom na cas, pociatocnymi podmienkami pre vyvoj poli v ¢ase predsta-
vuje zadanie rychlostného a teplotného pola a pola hustoty v kazdom mieste
uvazovanej tekutiny v pociatocnom case, 9(7, ty), T'(7to) a p(r'to).

Najbeznejsie typy okrajovich podmienok pre rovnicu vedenia tepla boli
uvedené v kapitole [0 Na okraji oblasti riesenia pridenia sa najcastejsie stre-
tavame s Dirichletovou okrajovou podmienkou pre rychlost. Ako sme videli
v Casti venovanej interpretacii viskozity , v pripade rozhrania s pevnou
latkou musi byt tangencidlna a prirodzene aj norméalova zlozka rychlosti pri-
denia totozna s (predpisanou) rychlostou rozhrania. V pripade volnej hladiny
kvapaliny alebo polonekonecnych oblasti riesenia sa stretavame aj s Neuman-
novou okrajovou podmienkou na vektor rychlosti, ktord ma fyzikalny vyznam
nulovej zlozky tangencialnych viskéznych sil (zloziek viskdzneho tenzora).

V pripade pritoku (odtoku) tekutiny do (zo) studovanej oblasti Specifiku-
jeme okrajovi podmienku na rychlostné pole tekutiny alebo rozdiel tlaku na
vstupe a vystupe. V taktom pripade hovorime o vynitenom prideni, nakolko
jeho tok je vyniteny vonkajsimi okolnostami prostrednictvom okrajovej pod-
mienky. V realite takejto situacii zodpoveda napriklad pridenie udrziavané
¢erpadlom alebo kompresorom.

O prirodzenom prideni hovorime vtedy, ak je prudenie tekutiny poha-
nané kombinaciou gravitacie a nehomogénneho teplotného pola. Fyzikalny
mechanizmus prirodzeného pridenia suvisi s teplotnou rozpinavostou teku-
tin. V nami uvedenej formuldcii rovnic (8.1.1H8.1.3) je rozpinavost opisana
zavislostou rovnovazneho tlaku od stavovych velic¢in p(p,T"), resp. nenulovou
hodnotou koeficientu teplotnej rozpinavosti 5. V dosledku teplotnej rozpina-
vosti bude hustota tekutiny s vysSou teplotou nizsia ako hustota chladnejsej
tekutiny, ¢o prostrednictvom gravitacného pésobenia zabezpeceného ¢lenom
pg v (8.1.1)) vedie na lokalne pritomnt nenulovi hustotu vztlakovej sily.

Okrem rovnovazneho tlaku sa moze ukazovat délezitym uvazit aj zavis-
losti vSetkych ostatnych materidlovych parametrov n, ', ¢y, k, A od stavo-
vych veli¢in p a T

Pri malych rychlostiach pridenia tekutin v ich toku pozorujeme pomerne
usporiadant a jednoduchu struktaru pridnic — kriviek, ktorych tangencialne
vektory maji rovnaky smer ako vektor rychlosti tekutiny v danom mieste.
Pridnice hladko opisujt aj pripadné hranice, pozdlz ktorych tekutina pradi.
Takéto prudenie nazyvame lamindrne pridenie.

—V - (p?). (8.1.3)
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Pri vysokych rychlostiach dochadza ku kvalitativnej zmene sStruktary
prudnic, neexistencii stacionarnych tokov a zdanlivo ndhodnému vzniku a za-
niku virov na vécsich aj mensich priestorovych a c¢asovych skalach. Takéto
prudenie nazyvame turbulentnym. Turbulencia je dosledkom existencie neli-
nearneho ¢lena v - VU v pohybovej rovnici tekutin.

V turbulentnom rezime sa stretavame len s nestacionarnym rychlostnym
polom. V mnohych prakticky doélezitych situacidch mozeme napriek tomu
hovorit o ustdlenom priudeni. V takomto pripade priemerné hodnoty rych-
lostného pola, vypocitané vazenym ustrednenim na urcitej ¢asovej skale 7,

L o At
@) = [ gl —1)maE) (8.14)
nezavisia od ¢asu t. Vahovacia funkcia g(z) nemd presne stanoveny tvar, no
musi mat konecny rozsah a byt integrovatelna,

g(x)=0pre x| > 1, a /g(x)dx =1 (8.1.5)

Na oboznamenie sa so zakladnymi javmi konvekcie tepla pri vynutenom
pradeni potrubim alebo prirodzenym pridenim popri vertikalnej stene bu-
deme povazovat takmer vietky materidlové parametre za konstantné. Studo-
vat budeme len stacionarny alebo ustaleny stav, tekutiny budeme povazovat
za nestlacitelné a zanedbame aj produkciu vnutornej energie v tekutine. V

takomto pripade sa rovnice (8.1.1)—(8.1.3]) zjednodusia na tvar

pv - Vi = —Vp +nV?0 + pg, (8.1.6)
pey - VT = AV?T, (8.1.7)
0=V-7. (8.1.8)

Nasledujuce priklady a tlohy vychadzaji z riesenia prikladu pri-
denia tekutiny medzi dvoma stacionarnymi platnami a pontkaji prvé obo-
znamenie sa tak s analytickymi ako aj numerickymi tlohami prestupu tepla
v tekutinach.

Priklad 8.1.1 Predstavme si, ze spodnd doska z prikladu [5.5.2) mé v sebe
homogénny zdroj tepla, a preto na jej rozhrani vstupuje do kvapaliny kon-
stantna hustota toku tepla jg. Ndjdite staciondrne teplotné pole v kvapaline.
Riesenie: Pri rieseni tohto prikladu si zvolime stradnicu x v smere rych-
losti prudenia kvapaliny, sturadnicu z kolmo na dosky, pricom jej pociatok
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bude na rozhrani spodnej dosky a kvapaliny a siradnica y bude kolmé na
smer prudenia kvapaliny a rovnobezna s doskami. Oznacenie osi z a y je
teda vymenené oproti prikladu [5.5.2] UvéZenim tohto rozdielu pre rieSenie
dostavame, ze rychlostné pole ma nenulovi len zlozku v smere osi x a jeho
priebeh je U(7) = v,(2)7 . Zo symetrie problému mézeme usidit, Ze teplota
nebude zavisiet od premennej y. Stacionarna rovnica vedenia tepla v kvapa-
line nadobudne tvar

4V max

h2

z(h — 2)

or A 0T n 0T

ox® 0% )
Kombindcia parametrov na pravej strane sa nazyva difuzivita, vp = A/pcy,
a stretli sme sa s nou pri rieseni prechodnych dejov pri vedeni tepla v casti

Této rovnica nie je vo vSeobecnosti separovatelnd, ale mozno najst jedno
Specidlne rieSenie v tvare T'(x,z) = ax+ f(z). Dosadenim do rovnice ndjdeme

ﬁ _ Avpaxa
0z%  uvph?

Priamym integrovanim dostaneme

(9790_/)0‘/

Kz(h—2z)=

3

K
T(x,z) =azx + T;(Qh —2z)+bz+ec.

Neurcité konstanty a,b a ¢ ndjdeme z okrajovych podmienok. Nakolko sme
takto nasli len jedno Specidlne riesenie pomocou uhadnutého tvaru, aj okra-
jové podmienky nebudt moct byt Tubovolné. V prvom rade, na dolej platni
je predpisand hustota toku tepla jg

. oT JQ
=—A— =-AN=b=—>=.
JQ 02| _, = A
Tok tepla do hornej platni bude
oT Kh?
] =h)=—A\— = A—+J
Jjo(z=h) oz, 6 Tl

Ak je horna platna tepelne izolovana od okolia, musi byt tento tok nulovy,
¢o vedie na vztah pre konstantu a

6jq 3 _JQVp
K= =a=— .
Ah3 2 AMpaxh
Posledni konstantu ¢ uréime z teploty vstupujicej kvapaliny pre x = 0.

7 najdeného riesenia vidime, ze teplotny profil na vstupe nie je konstantny,
ale dany predpisom
K

T(x=0,2)= W(Qh —z)— jTQZ%— c.
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Konstantou c¢ teda dokazeme Specifikovat len priemernu teplotu vstupujtcej
kvapaliny.

Priemernu teplotu kvapalinyﬂ na pozicii z definujeme tak, aby sme po-
mocou nej dokazali jednoducho spocitat tok energie zahinajici hustotu toku

entalpie (4.3.7))
. h
gy, = /phﬁ- ds = L/ pc, T (2)v,(2)dz = LhpcyTayvay,
0

kde v,, je takd priemerna rychlost, pomocou ktorej Tahko spocitame tok
hmotnosti kvapaliny (pozri aj priklad [2.2.1])

h
I = L/ pU.(2)dz = Lhpv,y.
0

Po mierne naro¢nejsom integrovani a tprave zlomkov najdeme

1 rh 2
Vay = %/0 vz(2)dz = gvmax

a
1k 13 joh
Tl =0) = 7 /0 va(2)T(2)dz = —g% +e
Vysledny teplotny profil ma teda tvar
3 jQVD jQ 23 jQ 13th
T = — —(2h — z) — == — = 4+ T, (x=0).
(:2) = 3 ™ T a3 2 2 = T F el =0)

Pre uplnost uvedme, ze podla vysledku prikladu treba vyjadrit maxi-
malnu rychlost pomocou zadanych parametrov
Ap
Umax = 5 ,79-
8nlh?

Uloha 8.1.2 Odhadnite, o kolko stuptiov sa ohreje voda v dosledku vlastného
viskdézneho trenia, ak prudi medzi dvoma nepohyblivymi platnami priemer-
nou rychlostou v,, = 1m/s na dl7ke 1 m. Vzdialenost platni nech je h = 1 cm,
viskozita vody pri izbovej teplote je n = 1 mPa - s, hmotnostna tepelna ka-
pacita vody je ¢ = 4200J/(kg - K)

Néavod: (1) Vyuzite tvar rychlostného profilu z prikladu (2) Spocitajte
celkové teplo dodané vode na dlzke ¢ za jednotku casu ) = [ ¢dV podobne

!Takéto priemernd teplota sa nazyva aj teplota premiesanej kvapaliny, ktorej fyzikdlna
interpretacia je diskutovana aj v ¢asti
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Obr. 8.1.1: Velkost rychlosti prudenia kvapaliny v blizkosti vstupu medzi
dve horizontélne platne. Rychlostny profil sa zmeni z konstantnej hodnoty
rychlosti (vlavo, x = 0) na parabolicky na relativne kratkej vzdialenosti. Na
obrazku su zobrazené aj velkosti pouzitych trojuholnikovych elementov.

ako v priklade , s medzivysledkom @ = Ln f(f (%L;)%z, (3) Spocitajte
mnozstvo vody, ktord prejde potrubim za jednotku casu, %—T = puayS, (4)
Mnozstvo vody z (3) muselo absorbovat mnozstvo tepla z (2), a preto jeho
oteplenie najdete pomocou hmotnostnej tepelnej kapacity vody, t. j. z bilancie
Q= %—TCAT, kde AT je priemerné oteplenie vody po prechode vzdialenosti

1 meter medzi platnami.

Priklad 8.1.3 Prestup tepla medzi paralelnymi platnami: analytické a nu-
merické vysledky. Cielom tohto prikladu je porovnanie analytickych vztahov
odvodenych v prikladoch5.5.2]a[8.1.1]s ich numerickym vypodtom spravenym
metddou koneénych prvkov pomocou programu Elmer [23].

Numericky vypocet vyzaduje konkrétnu volbu materidlovych a geomet-
rickych parametrov tlohy. Ich hodnoty st uvedené v tabulke [8.I} Na roz-
diel od analytickej formulécie je v numerickom vypocte pouzita jednoduchsia

P Cp A h l d
(g/cm?)  (kJ/(kgK)) (W/(mK)) (mm) (m) (m)
1,0 4,2 0,55 10,0 1,0 0,2

Tabulka 8.1: Materialové a geometrické parametre pouzité pre MKP simulé-
ciu pradenia a prestupu tepla medzi dvoma horizontalnymi platnami.
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konstantnéd okrajovd podmienka pre vstupni rychlost, v,(z = 0,2) = v,, =
1,0mm/s. Podobne, teplota na vstupe je predpisand ako konstanta (nula)
a na vystupe je predpisany nulovy konduktivny tok tepla. Aby sme vedeli
zmysluplne porovnat najdené vztahy s takto zadanymi okrajovymi podmien-
kami, je teplo z dolnej platne dodavané kvapaline konstantnou hustotou toku
jo = 100 W/m? len na dizke ¢, pre = € (d,d + ¢). Pridané pociatocna a kon-
cové dizka pridenia d slazi na sformovanie parabolického rychlostného profilu
za vstupom a teplotného profilu pred vystupom.

16 T T T T

1,4

12

1

0,8

0,6

v,(2) (mm/s)

0,4

MKP,z=0,1m +
Lo z(h — 2)
| | |

0 0,002 0,004 0,006 0,008 0,01

0,2

0

z (m)

Obr. 8.1.2: Analyticky vypocitany parabolicky profil rychlosti je zhodny s nu-
merickymi datami pre x > 1 cm. Tu prezentované numerické hodnoty xz—ovej
zlozky rychlosti zodpovedaju x = 10 cm.

Ako prvé porovname riesenie pre rychlostné pole. Velkost rychlosti kva-
paliny tesne za vstupom medzi platne je zobrazend na obrazku [8.1.1] Vidno,
ze na pomerne kratkej vzdialenosti, Az, ~ 0,25 cm sa rychlostny profil sta-
bilizuje. Jeho tvar je zhodny s analytickym vysledkom z prikladu [5.5.2} ¢o
je ukézané na priebehu z-ovej zlozky rychlosti pozdlz rezu v smere osi z na
obrazku RI1.2

Na obréazku je zobrazené teplotné pole. Je ddlezité uvedomit si dia-
metralne odlisnii mierku v x-ovom a z-ovom smere. Oblast, v rdmci ktorej z
dolnej platne vstupuje do kvapaliny teplo, je lahko identifikovatelna a nacha-
dza sa na zobrazenej dizke ¢. Pre lepsie porozumenie charakteru teplotného
pola a jeho porovnanie s analytickymi vysledkami st na obrazku uka-
zané grafy teploty pozdlz dvoch rezov indikovanych na obrazku

Rez pozdlz z-ovej osi ukazuje, Ze analytické rieSenie spravne opisuje rych-
lost narastu teploty v dosledku prestupu tepla zo spodnej platne az po pre-
konani urcitej vzdialenosti Azy ~ 0,1 m. Potom je aj teplotny profil v smere
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Obr. 8.1.3: Teplotné pole kvapaliny pridiacej medzi dvoma paralelnymi plat-
nami. Zo spodnej platne je na vzdialenosti ¢ do kvapaliny dodavané teplo
konstantnou hustotou toku jg. Mierky pre vertikdlne a horizontalne vzdiale-
nosti si diametralne odlisné, aby bolo mozné prezentovat celé teplotné pole.
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Obr. 8.1.4: Rez teplotnym polom pridiacej kvapaliny v smere z-ovej (vlavo)
a z-ovej (vpravo) osi. V centrdlnej oblasti je numerické riesenie zhodné s ana-
lytickymi vysledkami.

osi z zhodny s analyticky najdenym vysledkom.
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8.2 Koeficient prestupu tepla

Konvektivny odvod tepla medzi tuhou latkou a kvapalinou charakterizujeme
koeficientom prestupu tepla, ktory je definovany vztahom

ijo i VO(F)

- = 2.1
O ) b () — Ot (8.2.1)

kde 7 € S je polohovy vektor miesta na rozhrani medzi kvapalinou a tu-
hou latkou, 7 je norméla plochy rozhrania v tomto mieste orientovana sme-
rom od tuhej latky do kvapaliny a teplota ¢, predstavuje vhodne zavedent
referencnu teplotu kvapaliny, napriklad teploty kvapaliny vo velkej vzdia-
lenosti od povrchu alebo priemerna teplotu kvapaliny tectcej potrubim, na
danej diikovej pozicii potrubia. Teplotné pole vystupujtce v ¢itateli pod gra-
dientom a v menovateli defini¢nej rovnice je vysledkom riesenia Navierovej—
Stokesovej rovnice v kvapaline a rovnic vedenia tepla v kvapaline aj tuhej
latke, a preto vo vSeobecnosti ocakavame, ze koeficient prestupu tepla «
moze zavisiet od miesta 7, t. j. @ = a(7). Preto vo vSeobecnosti bude mat
vzfah medzi hustotou toku tepla a lokalnym oteplenim tvar

€ V() = a(F)(O(F) — Syet), 7 € S. (8.2.2)

Pre prakticka charakterizaciu konvekcie na rozhrani kvapalnej a tuhej
latky sa zavadza priemerné oteplenie povrchu

Adg = (V(T) — Dref) (8.2.3)
a priemernd hustota toku tepla cez rozhranie alebo aj povrchové zataZenie
Jjo.s = (=Aii - VI(7)), (8.2.4)

kde v oboch vztahoch predstavuje oznacenie

() = ;/S...ds (8.2.5)

vypocet priemernej hodnoty veli¢iny na ploche rozhrania.

Medzi priemernym oteplenim a priemernou hustotou toku pre pripustni
zavislost koeficientu prestupu tepla od miesta neexistuje vseobecny jedno-
duchy vztah imernosti, ktory sme predpokladali pri zavedeni konvektivnej
okrajovej podmienky v podkapitole Nastastie, v dvoch prakticky uzitoc-
nych pripadoch takyto vztah existuje.

V prvom rade uvazujme pripad, ked je teplota na celom rozhrani tuhej
a kvapalnej latky konstantna. Napriklad, ak je povrch kov s vysokou tepelnou
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vodivostou a prestupuje teplo z kovu do kvapaliny, bude tento predpoklad
typicky dobre splneny. V tomto pripade bude platit ¥(7) — V.t = Adg aj bez
prevedenia spriemerovania. Preintegrovanim rovnice cez cely povrch
rozhrania a dalsim jej predelenim s jeho velkostou S preto dostaneme vztah

Jo.s = AlUgay, ay = (a(r)), (8.2.6)

ktory definuje priemerny koeficient prestupu tepla pri konstantnej teplote
povrchu rozhrania.

Druhy pripad nastava, ak je hustota toku tepla cez celé uvazované roz-
hranie konstantna. Takato situacia priblizne zodpoveda homogénnemu dodéa-
vaniu tepla napr. pri homogénnom vyhrievani cez povrch $piraly odporového
vodica. V tomto pripade bude platit —A7 - VI(7) = jg.s aj bez prevedenia
spriemerovania. Predelenim rovnice s «(7) a az potom jej preintegrova-
nim cez cely povrch rozhrania a nakoniec jej predelenim s velkostou rozhrania
S dostaneme vztah

o1 1 1
Jos=— = Alg, — = < = > (8.2.7)

Formalne teda v oboch pripadoch plati vztah jednoduchej linearnej timer-
nosti medzi priemernym oteplenim a povrchovym zatazenim,

Ads = ajo.s (8.2.8)

no pre jednu a druha situdciu moéze byt priemerny koeficient prestupu tepla
odlisny.

Priklad 8.2.1 Najdite hodnotu lokalneho koeficientu prestupu tepla medzi
homogénne vyhrievanou horizontalnou platnou a kvapalinou, ktora popri nej
laminarne pradi. Vychadzajte z vysledkov prikladu Ako referencnu si
zvolte teplotu premiesanej kvapaliny medzi platnami.
Riesenie:
a(r) = JQ = jQ = ﬁé
T(x,z2=0)— To(x) %% 13h

V tomto pripade koeficient prestupu tepla nezavisi od polohy na rozhrani
medzi platnou a kvapalinou.

Uloha 8.2.2 Nech lokalny koeficient prestupu tepla vertikalneho potrubia
vysky ¢ zavisi od vertikalnej stradnice z podla vztahu

a(z) =z (8.2.9)
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Obr. 8.3.1: Potrubie, ktorym preteka kvapalina vertikdlnym smerom nahor
a paralelné zobrazenie zavislosti tlaku od vysky. Rozdiel tlakov Ap musi
byt dostatoény na prekonanie gravitacnej a viskoznej sily pdsobiacich na
kvapalinu.

kde c je kladna realna konstanta. (a) Najdite vyraz pre &; a vy a presvedcte
sa, 7Ze sa tieto dve hodnoty lisia. (b) Ako sa zmeni situdcia, ak bude lokdlny
koeficient prestupu tepla konstantny, tak ako je to v pripade laminarneho
prudenia s konstantnou hustotou toku tepla? (c¢) Aky fyzikdlny rozmer musi
mat konstanta c?

8.3 Prudenie vo valcovom potrubi

Stacionarne pridenie nestlacitelnej kvapaliny cylindrickym potrubim malymi
rychlostami predstavuje analyticky riesitelny, no zaroven aj prakticky dole-
zity pripad. Vychadzat budeme zo staciondrnej Navierovej—Stokesovej rovnice
pre prudenie nestlacitelnej kvapaliny vo vertikdlnom potrubi,

pv - Vil = —Vp +nV>?5 + pg. (8.3.1)

Ulohu budeme rieit v cylindrickych stradniciach r,z,¢. Jednotkové vektory
v smere narastania jednotlivych siradnic v mieste r,2,¢ budeme zapisovat
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ako €, €, a €,. Pri pouzivani diferencidlnych operatorov na vektorové funkcie
v krivociarych stradniciach treba byt obozretny — jednotkové vektory €, a €,
menia totiz svoj smer pri zmene pozicie,

0 0

—€y = —€, & — €, = €. 8.3.2

960 96 ¢ (8.3.2)
Pre vertikalne potrubie plati § = —geé,. Obmedzime sa len na takyto pri-

pad, lebo potom zo symetrie lohy mézeme predpokladaf, Ze rieSenie nebude
zavisiet od ¢.

Pri malych rychlostiach predpokladame existenciu laminarneho toku, a preto
bude mat rychlost smer len pozdlz osi potrubia. Z rovnice kontinuity pre hus-
totu nestlacitelnej kvapaliny potom vyplyva

v,

V=05 =0, (8.3.3)

a preto v, mdze byt funkciou len radidlnej premennej r, v,(r). Lava strana
rovnice (8.3.1]) je pri tychto okolnostiach nulova:

0
v-VU=uv,6,- | — +éy—— +e,— | e,v, =0. 8.3.4
< or + “r z) ( )
Laplaceov operator pésobiaci na vektorové pole na jej pravej strane v cy-
lindrickych stradniciach je:

2y (10,0 (10 & s g L0 0
Vo = (r@rrﬁr + 2 9g? + 5.2 .(r)e, = ezrarraTvz(r). (8.3.5)

Z povodne vektorovej rovnice (8.3.1)) najdeme rovnice pre konkrétne zlozky
skalarnym nasobenim s jednotkovymi vektormi.
Po prenasobeni s €,:

op 10 Ov,

Po prenasobeni s €,.:
dp
0=——. 8.3.7
or ( )

Tymto sme sformulovali stustavu dvoch diferencialnych rovnic pre dve
nezname funkcie v, (r,2) a p(r,z). Priamou integraciou rovnice (8.3.7) ndjdeme
dp

a =0 p(T,Z) = p(z), (838)
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t. j. tlak moze zavisiet len od z.
Rovnicu (8.3.6) prepiSseme takto:

Ip(z) 10 0v,
= ——7T —

0z m or Or
Lava strana zavisi len od premennej z a prava strana len od premennej r
a napriek tomu sa musia rovnat pre Iubovolné miesto (z,r) kde sa nachadza
prudiaca kvapalina. Jedind moznost, ako to zabezpecit je, ze obe strany tejto
rovnice sa rovnajui od r aj z nezavislej konstante cy,
op(2) 10 Ov,

= ¢p a zaroven cy = n——r — pg.
0z ror Or

Obe rovnice st jednoduché a mozno ich vyriesit priamym integrovanim:

pg. (8.3.9)

(8.3.10)

p(z) = coz+c, (8.3.11)
2
v,(r) = Co—i-pgil + coIn(r) + cs. (8.3.12)
Ui

Okrajové podmienky urcuju integracné konstanty. Pri tlaku ndjdeme, ze ¢y
mé vyznam tlaku v z = 0 a ¢y ma vyznam poklesu tlaku na jednotkovej
vzdialenosti, t. j. ¢¢ = —Ap/Az. Pre rychlost pozadujeme nulovi rychlost
pri stene potrubia, v,(R) = 0 a podmienku, aby riesenie bolo v r = 0 kone¢né,
t. j. co = 0. Dosadenim a upravenim najdeme riesenia:

Ap

= - — 3.1

pe) = po- iz (33.13)
Ap/Az — pg ( r )2
— 1= (= 3.14
va(r) 4dnR? R (8:3.14)
Maximalna rychlost prudenia je v strede potrubia
Ap/Az—pg ,

x =" . . 1

ma 1 R (8.3.15)

N&jdené riesenie pre tok v potrubi sa nazyva Poiseuilleov tok. Predstavuje
presné riesenie tejto ulohy, no ukazuje sa, ze pre vacsie rychlosti sa stava
nestabilnym, t. j. lubovolne mala fluktuacia v rychlostnom poli od striktne
symetrického charakteru, napr.

U(r,z,0) = v,(r)e, — U(r,z,0) = v,(r)e. + Jv(r,2) (8.3.16)

zacne nekontrolovatelne narastat a stabilnym riesenim sa stane nesymetricky
tok. Stretavame sa tu so zaujimavym fenoménom spontdnneho narusenia
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symetrie — povodne cylindricky symetrické potrubie (aj spolu s pripadnym
gravitacnym polom v smere osi potrubia) ma stabilné nesymetrické riesenie.
Pri este vyssej rychlosti sa aj takéto nesymetrické riesenie stava nesta-
bilnym a tok sa meni na turbulentny. Pre turbulentny tok neexistuje staci-
onarne riesenie, no vhodnym ustrednenim dynamickych poli mozno identifi-
kovat ustdlené riesenie, ako to bolo diskutované v ivodnej podkapitole [8.1]

Uloha 8.3.1 Rovnica ({8.3.6)) opisuje aj pridenie kvapaliny v medzivalcovom
priestore, v smere osi valcov. Toto je dobry model pridenia chladiacej kva-
paliny okolo jadrovych palivovych tabletiek. Takisto mozno vyuzit vSeobecné
rieSenie , pricom vzhladom na vysoky pokles tlaku s dizkou v dosledku
viskozity mozno gravitacné zrychlenie v tychto vztahoch zanedbat. Vychadza-
juc z tohto vseobecného riesenia najdite rychlostny profil pre nulové okrajové
podmienky na povrchoch valcovych ploch, t. j. v,(r = Ry) = v.(r = Ry) = 0.

Uloha 8.3.2 Couettov tok v rotatnom viskozimetri. (a) Najdite rovnicu pre
rychlostné pole kvapaliny v rotacnom viskozimetri. Predpokladajte, Ze rych-
lostné pole bude mat nenulovi zlozku rychlosti len v tangencidlnom smere,
a ze bude zavisiet len od vzdialenosti od rotacnej osi, t. j. v4(r). (b) Priamou
integraciou najdite jej rieSenie pri pouziti okrajovych podmienok v, (R1) = vy
a vy(R2) = 0. (c) Néjdite silu, ktorou posobi kvapalina na otécajuci sa valec
integraciou viskézneho tenzora cez povrch vnutorného valca. (d) Ukézte, ze
v pripade tenkej strbiny, Ry — R; < Ry, sa najdené riesenie zhoduje s pri-
bliznym rieSenim z tlohy [5.5.1]

Pomdcka: Pre (a):

v-Vu = ’U¢€¢'<53 +€¢1§¢+6z8>1}¢(7’)5¢ (8317)
_ 0% v
= 0P = (-2 (8.3.18)

o (10,0 10 0
Vo = (7’87" oy + — 2 8¢2 —|— ¢( ) €4 (8.3.19)

19 9 vy(r) )02 g
= 6¢;§T§U¢(T> + 2 8¢2 €y (8320)
_ 510,90 ve(r)
= G550 (r) = (—€y) (8.3.21)
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Pre (c):

N v
F:/dS-”:/dSTT:/d2 TV 8.3.23
} S, ok s Tr g rwrnar ( )

8.4 Pokles tlaku v potrubi

Vysledok pre maximalnu rychlost pridenia v potrubi, rovnicu (8.3.15)), mozno
prepisat do tvaru

4ANVmax
RQ

Ap = phAz + Az. (8.4.1)
Pokles tlaku v tomto vyraze ma dva prispevky:ﬂ (1) prispevok v dosledku
hydrostatického tlaku pgAz pri naraste vysky Az a (2) prispevok v dosledku
viskézneho pridenia na dizke Az.

Poiseuillov tok mozno povazovat za dobré pribliZzenie aj pre opis priudenia
v horizontalnom potrubi, pri ktorom mozno zanedbat vplyv gravitacného
posobenia a jedinym vyznamnym prispevkom je pokles v dosledku visko-
zity. Jednou z podmienok takéhoto zanedbania je D < ¢, kde D je priemer
potrubia a ¢ jeho uvazovand horizontalna dlzka. Vysledny vztah pre pokles
tlaku v dlhom horizontdlnom potrubi je dolezity pre navrh hydraulickych
stustav kvapalin a plynov. Fenomenologicky je pokles tlaku v potrubi opisany
Darcyho—Weisbachovym vztahom

1
Ap = fokypid, (8.4.2)

v ktorom £ = ¢/D je pomer rozmerov potrubia, %pvﬁv je ¢len pripominajici
hustotu kinetickej energie tekutiny vyjadrenej pomocou priemernej rychlosti
pridenia (definovanej prostrednictvom toku hmotnosti) a fp je bezrozmerny
koeficient trenia. Takto zvoleny tvar je motivovany experimentalnymi pozo-
rovaniami — v dostatocne Sirokom intervale rychlosti plati, Zze pokles tlaku
je umerny dlZke potrubia ¢ a narastd s priemernou rychlostou pridenia v,y.
Konkrétny zapis pomocou hustoty kinetickej energie zabezpecuje potrebnu
fyzikalnu jednotku pre tlak, takze di7ka potrubia alebo koeficient trenia uz
musia vystupovat vo vztahu prostrednictvom bezrozmerného ¢isla.

2Podobnost tohto zépisu s Bernoulliho rovnicou pri nemennej hustote kinetickej energie
je zjavna. Jednoduchu diskusiu s prikladmi vyuzitia efektivnej Bernoulliho rovnice uvazu-
jucej aj viskézne straty mozno najst napriklad v uéebnom texte Cerven a Bokes: Fyzika
po kapitoldch, cast 5[24].
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Naposledy uvedené neznamenad, ze koeficient trenia je konstantou. Uka-
zuje sa, ze kvadratickd zavislost od priemernej rychlosti nie je univerzélna.
Pri malych rychlostiach ocakavame, ze Darcyho vztah by mal byt totozny
s viskdznym prispevkom k poklesu tlaku; ipravou nachadzame

_ Anvmax

4
Ap = 0 32NVave , 6 (1

— — ——p'UZ
D?/4 D2 Duvgep/n D27 2

a teda pri laminarnom pradeni identifikujeme koeficient trenia v tvare

64

= — 8.4.3
fD Reu ( )
kde sme zaviedli Reynoldsovo cislo
D av
Re = —-2 (8.4.4)
v

Tento vysledok demonstruje, ze bezrozmernd velic¢ina (fp) mdze zavisiet len
od inej bezrozmernej veli¢iny, akou je v tomto pripade Reynoldsovo ¢islo.
Podobne sme do Darcyho vztahu mohli vniest zdvislost od dizky potrubia
len prostrednictvom bezrozmerného faktora &.

Pri narastajtcej rychlosti priudenia tekutiny v potrubi sa stava Poiseuillov
tok nestabilnym, laminarne pridenie sa rozpada a rychlostné pole vykazuje
aj radidlnu a tangencialnu zlozku, mozu sa objavovat viry. Takyto rezim
prudenia nazyvame prechodnym a objavuje sa vo valcovom potrubi pri hod-
notach Reynoldsovho ¢isla okolo Re ~ 2700. Nakoniec pri dostatocne velkej
rychlosti (Re > 3000) staciondrne riesenie neexistuje, tok nadobtda nepravi-
delne oscilujtci charakter s virmi na velkych aj malych priestorovych skalach
a takyto tok nazyvame turbulentngym. Napriek chaotickému prideniu ma ko-
eficient trenia reprodukovatelné experimentalne hodnoty. V sirokom intervale
Reynoldsovych ¢isiel ho vystihuje vztah

Le3 Re € (0,3 x 10%)

_ Re
f(Re) = { 0,3164 - Re™* Re e (3 x 10%,1 x 10°) (84.5)

Takéto vztahy sa nazyvaju kriteridalne rovnice alebo aj kriteridlne koreldcie,
nakolko davaju do suvisu bezrozmerné ¢isla vyuzivané ako kritéria na urcenie
kvalitativneho charakteru prudenia alebo prestupu tepla.

V praxi maji potrubia a chladiace ¢i ohrevné kandly aj iné prierezy.
Pre takéto pripady sa tiez pouziva Darcyho—Weisbachov vztah, pricom na
vypocet sa pouziva efektivny hydraulicky priemer

(8.4.6)
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Obr. 8.4.1: Jednoducha experimentalna zostava na meranie viskozity kva-
palin. Cas, za ktory poklesne vyska kvapaliny z maximalnej hodnoty Hoax
o AH, je tmerny objemu vytecenej kvapaliny a jeho viskozite. Vdaka 1z-
kemu vnutornému priemeru kapilary, ktorou kvapalina vyteka, je priadenie
laminarne a tento vztah imernosti ma jednoduché analytické vyjadrenie.

kde S je velkost plochy prierezu potrubia a O je obvod, ktorym do potrubia
vstupuje tepelny tok, resp. plocha, na ktorej pésobia trecie viskozne sily. Pre
kruhovy prierez vedie tato definicia na hodnotu polomeru kruhu, nakolko
S=nD*/4aO=nxD.

Priklad 8.4.1 N&ajdite hydraulicky priemer pre chladiaci kandal s prierezom
pravouhlého trojuholnika so stranami a < b < ¢, pricom teplo vstupuje do
kanala len pozdlz stien, ktorych Sirka je a a b.

RieSenie:
1
§ = ab (8.4.7)
O = a+b (8.4.8)
45 2ab
Dy = — = 4.
H O a-+b (8.4.9)

Priklad 8.4.2 Na obrazku je fotografia jednoduchej zostavy zodpovedajice;j
kapilarnemu viskozimetru. Dlzka kapilary je £ = 75 mm, jej vnitorny priemer
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je »=10,944+0,07mm. Hy.,, = 80mm a AH = 15mm. Meranim sme nasli,
ze v priemere vytieklo Am = 38,3 g vody za At = 104 s. Urcte kinematicki
viskozitu vody. Predpokladajte, Ze hustota vody je p = 1000kg . m~3.

Riesenie: Ak AH < H,.. a rychlost pridenia je dostatoéne maléd, moézeme
predpokladat, Ze pridenie je ustdlené a laminarne, pricom priernd vyska
vodného stipca v obrétenej flasi bude H = H.x — AH/2. Tok kvapaliny na
vystupe kapilary bude za tychto predpokladov konstantny,

AV_Am

J,— 2 =2
VAL pAt

(8.4.10)

Pokles tlaku medzi koncami kapilary (rozdiel tlaku na vstupe vodéi tlaku
na vystupe) vyjadrime pomocou narastu hydrostatického tlaku v kapildre
a prispevku z Darcyho Vzt’ahurf]

1
Ap = —pg€+A$§pv§V (8.4.11)
26 26y
A= —= 8.4.12
Re  va¢ ( )
&% [ Ap 1
= = |— - 4.1
- B ot [ Ap 1
Jv = Skaplav = T i tg) (8.4.14)

Na druhej strne, rozdiel tlaku na vstupe a vystupe kapilary mozno vyjadrit
aj z pohladu okolia, nakolko na vystupe kapilary je atmosféricky tlak a na
vstupe je to sucet atmosferického tlaku a prispevku od vodného stipea. Vyr-
sledne najdeme Ap = Hpg, a teda vysledny vztah pre kinematicku viskozitu
vyjadreni pomocou experimentalne znamych veli¢in bude

_ (1 ) At
1/—27¢ <£+1 PIA (8.4.15)

Dosadenim zadanych hodnét najdeme v = 1,00mm? . s~!, standardnd

hodnota kinematickej viskozity vody pri izbovej teplote.
Nakoniec overime, zZe prudenie je laminarne. Priemernt vytokovi rychlost
najdeme opéat z odmeraného toku,

J 4Am
v = = =0,53m. s’ 8.4.16
! Skap pAtﬂ-QSQ e ( )

3Pouzivame vlastne presné rieSenie Poiseuillovho toku [8.3.15
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FEREE A

Obr. 8.5.1: Potrubie do ktorého symetricky vstupuje teplo z prostredia. Pru-
diaca kvapalina odvadza teplo pridenim (konvekciou) vertikalne nahor a ne-
ustaly prestup tepla do kvapaliny sposobuje narast jej teploty s narastajicou
vyskou.

a teda Reynoldsovo ¢islo bude v tomto pripade

Vay @

14

Re = ~ 500 < 2300. (8.4.17)

8.5 Prestup tepla v potrubi

Nech cez valcovi stenu potrubia vstupuje do vertikalne prudiacej kvapaliny
teplo s konstantnou hustotou toku, Obr. Takuto situdciu predstavuje
napriklad hortce teleso, cez ktoré st vedené rirky chladiaceho potrubia. Pri
malych rychlostiach pridenia moézeme pouzif na opis rychlostného pola vy-
sledok z predchadzajicej ¢asti. Rovnica vedenia tepla takto obsahuje
jedini neznamu funkciu — teplotné pole. Jej prepisanim do cylindrickych si-
radnic pre stacionarne pole a s vyuzitim argumentov symetrie podobne ako
v predchadzajtcej kapitole najdeme

Plp ()@:@ Lo o
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K rovnici pre vyssie $pecifikovant konfiguraciu patria okrajové podmienky:

Jjor(r=R) = —jg ... vstupujuca hustota toku tepla z okraju(8.5.2)
Y(z=0) = 1y ... teplota v pociatocnej vyske, (8.5.3)
Y(z=4¥) = v, ... teplota v koncovej vyske. (8.5.4)

Pojem ,pociatoc¢nej“ a ,koncovej“ vysky netreba brat doslovne. V nasom
modeli predpokladdame ustalené prudenie, ked je vstup a vystup potrubia
daleko vzdialeny od miesta, kde poc¢itame teplotné pole. Preto budeme pra-
covat s narastom teploty na prirastku vysky Az, %. Tato v/eliéina zrejme
bude suvisiet s oteplenim pretekajicej kvapaliny na jednotku dlzky potrubia.

Rovnica nie je vo vSeobecnosti separovatelna, tak ako to bolo pre
zavislost tlaku a rychlosti, no najdeme riesenie, ktoré separovatelné bude.
Ocakavame totiz, ze teplota bude s narastom sturadnice z linearne rast. Preto

ho budeme hladat v tvare
V(r,z) = zco + x (). (8.5.5)

Dosadenim tohto tvaru do (8.5.1)) dostaneme

pestie (| (7Y} _ 10 0x
N (1 (R)>_7’8rrar’ (8.5.6)

kde sme dosadili aj rychlostny profil z (8.3.14) a pouzili (8.3.15)). Sti¢in kon-
Stant oznacime

PCpUmax

A

R? (8.5.7)

R = Cy

a po dvojndsobnom integrovani a pripadnom nésobeni/deleni s r ndjdeme
vysledok

742 T4

x(r)=r <4RZ - 16R4> +ciIn(r) + co. (8.5.8)

Vysledok musime dat do stvisu so separovanou zavislostou na premenne;j z.
Tym ziskame hladané riesenie

7’2 T4

— ) + c1In(r) + co. (8.5.9)

W(r,z) = coz + K <4R2 T6R

4Do definicie x vélenime aj faktor R?, aby fyzikdlna jednotka  bola rovnaks, ako ma
teplota. Vidiet to priamo z rovnice (8.5.6)).
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Okrajové podmienky uréia integracné konstanty — kone¢nost teploty v r =
0 vyzaduje ¢; = 0 a predpisany tok tepla v r =R

0Y(r,z) .
-\ — =— 8.5.10
or |, " U ( )
vedie k podmienke
i
K= ‘”iR. (8.5.11)

Ak pouzijeme definiciu parametru x z rovnice (8.5.7)), ndjdeme vyjadrenie
pre integra¢nu konstantu c
4jq

p Umax

Co —

7 rovnice l) je zjavné, Ze vyznam ¢, je narast teploty pozdlz potrubia

AD 4jo

— =y = —>—. 8.5.13
Az o PCpUmax It ( )

Téato rovnica je ekvivalentna bilancii energie: energia vstupujica do potru-
bia na dizke Az hustotou toku Jo sa rovna prirastku toku vnutornej energie
kvapalinou (pozri aj tlohy a . Téato rovnica je zaroven dolezita
pri ndvrhu chladenia. Nérast teploty na celkovej dlzke potrubia (AY/Az)¢,
kde ¢ je dlzka potrubia, nesmie prekro¢it predpisani hodnotu, lebo to by
znamenalo, ze aj teplota samotného chladeného telesa okolo potrubia voci
teplote vstupujicej chladiacej kvapaline by prekrocila urcitu kriticki hod-
notu. Podla vztahu (8.5.13)), na zniZenie tohto oteplenia musime zvysit bud
prietokovi rychlost (dani nepriamo v,y ), polomer potrubia alebo tepelni
kapacitu chladiacej kvapaliny.

Konstanta ¢y vo vSeobecnom rieseni predstavuje teplotu kvapaliny na osi
potrubia v mieste, kde zvolime z = 0. Ak ju zvolime rovni nule, najdené
teplotné pole bude predstavovat oteplenie voc¢i tomuto miestu. V konec¢nom
dosledku nas bude zaujimat len rozdiel teplot na vstupe a vystupe potrubia,
a preto akakolvek volba je v poriadku.

Nakoniec uvedieme este raz hlavny vysledok tejto casti — ndjdeny profil
teplotného pola v prudiacej kvapaline, ktora konvektivne odvadza teplo,

AY r? r
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Uloha 8.5.1 Ukézte, Ze rovnica (8.5.13) je ekvivalentna energetickej bilan-
cii: celkové teplo privadzané povrchom potrubia za jednotku c¢asu sa rovna
narastu toku vnutornej energie kvapaliny po prechode potrubim.

Uloha 8.5.2 Aky celkovy stratovy vykon odvddza 1 m potrubia s priemerom
1 em, ktorym prudi voda tokom 1 dcl za sekundu, ak sa pri tom ohreje o 1°C?
Aka je jeho priemerna rychlost?

Uloha 8.5.3 Predstavme si situdciu, e stena potrubia méd konstantnu tep-
lotu (nezdavisi od z), ktora je vyssia ako teplota kvapaliny vstupujicej do po-
trubia. Ako sa zmenia okrajové podmienky na teplotu pozdlZ steny — z € (0,¢)
a r = R? Predstavte si zavislost priemernej teploty kvapaliny od stradnice
z. Mozno stale ocakavat, ze bude tato zavislost linedrna?

8.6 Koeficient prestupu tepla v potrubi

Zavedenie koeficientu prestupu tepla a rovnicou (8.2.1) vyzaduje vhodnu
definiciu referencnej teploty .. Podla vysledku (8.5.14])) bude teplota kva-
paliny na jej rozhrani so stenou potrubia ¥(z,r = R) linedrne narastat s na-
rastajicou vyskou z. Znamena to, ze volba referenc¢nej teploty nezavislej od
sturadnice z, napriklad priemerna teplota vstupujicej kvapaliny do potrubia,
by nevyhnutne viedla na koeficient prestupu tepla zavisly od tejto surad-
nice @« = «(z). V pripade nami studovaného ustdleného prestupu tepla v
potrubi sa da tomuto vyhniit volbou premenlivej referencnej teploty, urcenej
v rovnakej vyske z v akej chceme vyjadrit samotny koeficient prestupu tepla,
Uret = Vet (2). Konvenéni volbu referencnej teploty v pripade kvapaliny pri-
diacej potrubim predstavuje teplota premiesanej kvapaliny (z angl. mizing
cup temperature) definovana vztahom

S pcd(r,z)v- 43
Jg pcv - s

Teplota premiesanej kvapaliny predstavuje teplotu, aki by mala prudiaca
kvapalina s konstantnym teplotnym profilom (nezévislym od r), ktord by
vykazovala ten isty tok vnitornej energie ako kvapalina so skutoénym tep-
lotnym profilom.

Ak by sme nechali tiect kvapalinu z potrubia do tepelne izolovanej na-
doby, kde by sa tato kvapalina hromadila, tak teplota tejto nahromadenej

Vi (2) (8.6.1)
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kvapaliny by bola prave teplota premiesanej kvapaliny na vystupe z potrubia.
Podobne, teplota kvapaliny, ktora sa nachddza v pokoji v urc¢itom rezervoari
a vstupuje do potrubia, bude rovna teplote premiesanej kvapaliny na vstupe
do potrubia.

Teplotu na rozhrani kvapaliny a steny potrubia a teplotu premieSane;j

kvapaliny vo vyske z mozno najst zo vztahov (8.5.9)), (8.6.1)):

3

dr=Ryz) = coz+ 6% ™ Co? + 0,188k, (8.6.2)
7

Umix(2) = coz + og /= oz + 0,073k, (8.6.3)

z ¢oho néjdeme koeficient prestupu tepla podla rovnice (8.2.1) a vztahu
(85.11)

jo 24\

a(z) = I —Re)—tun(s) 1R (8.6.4)

Vysledny koeficient prestupu s takto vhodne zavedenou referencnou teplotou
nakoniec nezavisi od vysky, je konstantny.

Koeficient prestupu tepla mozno zapisat pomocou bezrozmerného Nus-
seltovho cisla

Nu = 22 (8.6.5)
A
kde D = 2R je priemer potrubia. V pripade laminarneho pridenia vo verti-
kalnom potrubi sme nasli vysledok
Nu = 8 4,36. (8.6.6)
11
Definicia je pouzitelnda, aj ked sa laminarne priidenie stane ne-
stabilnym, ¢i pre pripad rezimu, ked hustotu tepleného toku jo nemozno
povazovat za nezavisli od priestorovych stradnic (pozri diskusiu v Casti .
V takychto pripadoch pracujeme s vhodne ustrednenym koeficientom pre-
stupu tepla, ktorému prostrednictvom definicie zodpoveda priemerné Nus-
seltovo ¢islo. Podobne ako v pripade koeficientu trenia, ktory urcuje pokles
tlaku v potrubi, aj Nusseltovo ¢islo mozno vo vseobecnosti urcit kriteridlnou
rovnicou z bezrozmernych kombinacii relevantnych fyzikalnych veli¢in, ako
st Reynoldsovo ¢islo Re = v, D /v alebo pomer priemeru a diiky potrubia
&= D/t
Casto pouzivanym funkcionalnym tvarom kriteridlnej rovnice pre Nussel-
tovo Cislo je mocninna funkcia v tvare

Nu = CRe™Pr"¢*, (8.6.7)
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latka ‘ ortut vzduch voda transformatorovy olej
Pr [0,015 071 76 300

Tabulka 8.2: Typické hodnoty Prandtlovho ¢isla latok pri 7'= 300K a p, =
10° Pa.

kde C', m, n a k su parametre, ktoré sa urcuju fitovanim experimentalnych
merani. Novym bezrozmernym c¢islom v tomto vztahu je Prandtlovo cislo

14
Prziz
Up

y‘b 3

(8.6.8)

cpp

Prandtlovo cislo je materidlova charakteristika tekutiny a zodpoveda po-
meru kinematickej viskozity a teplotnej difuzivity. Pre plyny je Prandtlovo
c¢islo typicky blizke jednotke, ¢o hovori o tom, ze lokalna fluktudcia rychlosti
(hybnosti) v plyne sa $iri rovnakym ndhodnym difiznym mechanizmom ako
lokalna fluktuacia teploty. Latky, pre ktoré mikroskopicky opis pomocou ki-
netickej tedrie plynov je nedostatocny, ako su tekuté kovy alebo oleje, maja
Prandtlovo ¢islo vyrazne odlisné od jednotky (Tabulka .

Experimentalne ziskané parametre kriteridlnej rovnice mozno néjst
v monografidch o prestupe tepla [I8, 19, 20]. Napriklad, pre rozvinuté turbu-
lentné pridenie (Re > 3000), pre dostatoéne dlhé potrubie (¢ > D) s dosta-
tocne hladkym povrchom sa c¢asto pouzivaji hodnoty C' = 0,023, m = 0,8,
n = 0,3 a k = 0 ziskané Dittusom a Boelterom. Ak ma potrubie nezaned-
batelny pomer priemeru a dlzky (10 < 1/¢ < 400) st experimentélne déta
dobre opisané Dittusovymi—Boelterovymi parametrami s pridanou hodnotou
exponentu pre £ — k = 0,055. Pre pripad potrubia s konstantnou teplotou
povrchu, koneénou dlzkou a lamindrnym pridenim Hausen podla Holmana
odporuca vztah

0,0668RePr¢

Nu = 3,66 + 75
1+ 0,04 (RePr¢)

(8.6.9)

Vzajomnym porovnanim tychto vztahov sa mozeme presvedcit, ze pri ich vy-
uzivani nemozeme ocCakavat presnost lepsiu ako niekolko desiatok percent.
V praxi pri poziadavkach na vyssiu presnost vypoctovych modelov je preto
potrebné hodnoty parametrov doladit na triedy podobnych dizajnov konstru-
ovanych zariadeni.

Uloha 8.6.1 Spoditajte koeficient prestupu tepla do chladiaceho potrubia
s priemerom D = 1cm, ktorym tecie voda priemernou rychlostou v,, =
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25cm/ s. Je pripustné predpokladat, Ze v tomto pripade plati vztah pre ko-
eficient prestupu tepla pre laminarne prudenie? Koeficient tepelnej vodivosti
pri 20°C je 0,6 W/(m - K), viskozita n = 1 mPa - s.

Uloha 8.6.2 Vypoditajte teplotu premiesanej kvapaliny vo vyske z pre la-
minarne prudenie ak

2 A
Wz,r) = cz+k <4Rz - 16R4> (8.6.10)
2
0,(1) = VUmax (1 - RZ) . (8.6.11)

Pomocka: Plosny integral cez prierez potrubia mozno napisat priamo v po-
larnych sturadniciach d.S = 27rdr.

Uloha 8.6.3 Z rovnice 1} vidno, ze koeficient prestupu tepla mozno zvac-
by mohol viest k lepSiemu odvodu tepla. Ak dvakrat zmensime polomer po-
trubia, ako sa zmeni oteplenie kvapaliny na vystupe potrubia? Ako sa preto
zmeni priemerné oteplenie telesa, ktoré kvapalina chladi?

Pomécka: K odpovedi na prvi otdzku pomdze rovnica (8.5.13)).

8.7 Prirodzené prudenie

Doposial sme sa zaoberali prestupom tepla tekutinou, ktorej prudenie je vy-
nutené vonkajsim silovym pdsobenim, napriklad ¢erpadlom. Prirodzené pri-
denie v tekutinach vznika spontanne ako dosledok sithry teplotnej roztaznosti
tekutin a posobenia gravitacného pola. Cast tekutiny s objemom V, ktord
Néarast objemu zodpoveda poklesu jej hustoty z p.ef na p/, ¢o mozno v ramci
linedrneho pribliZzenia opisat koeficientom teplotnej rozpinavosti 3,

0= pret (1 — BAD) . (8.7.1)

Ak okolita tekutina ma nezmenend teplotu ¥, potom v désledku hyd-
rostatického tlaku bude na objem ohriatej tekutiny posobit vztlakova sila
F,, = —petgV’, kym tiazova sila bude len F, = p'gV’. Ich nenulova vy-
slednica Fy, + Fy = —SAUp.tV'§ sa prejavi rozhybanim otepleného objemu
tekutiny proti smeru gravitacnej sily.
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Ve (y) /8(x)
/ v =0
Yo
T Voo
oy

Obr. 8.7.1: Rychlostny a teplotny profil prirodzeného pridenia popri vertikal-
nej stene. Ku konvencii dochadza len vnutri medznej vrstvy urcenej funkciou

d(z).

Konkrétne budeme v tejto kapitole uvazovat prestup tepla z hortcej ver-
tikalnej steny (19) do polonekonecnej oblasti (y > 0), v ktorej sa nachadza
tekutina s teplotu ¥, = U,f. Ak by mala stena rovnaku teplotu ako tekutina,
stustava by bola v rovnovahe. Rychlost jej pridenia by bola vsade nulova a
hydrostaticky tlak by sa menil podla predpisu p(xz) = p(0) — pgz (na uva-
zovanych rozmeroch zanedbavame zmeny hustoty v dosledku gravitacného
pdsobenia, t. j. stlacitelnost).

Ak bude teplota povrchu steny mierne vyssia ako je teplota tekutiny,
0 < B(Up — V) < 1, v tesnej blizkosti steny sa bude tekutina ohrievat a v
dosledku vyssie opisaného mechanizmu bude stipat vertikalne nahor. Teplo
preto dokaze prestupit len do urcitej konecnej horizontalnej vzdialenosti od
steny 0(z). V oblasti 0 < y < 6(z) dochddza k ohrevu a rozpohybovaniu
tekutiny. Této oblast sa nazyva medznd vrstva (po anglicky boundary layer).
Mimo medznej vrstvy je tekutina v pokoji a jej teplota je nemenna. Kon-
cept medznej vrstvy zaviedol pre opis vynuteného prudenia Ludwig Prandtl
v polovici 19. storocia. Tento krok vyrazne prispel ku kvantitativnemu poro-
zumeniu pridenia tekutin v okoli telies (aerodynamika) a v potrubi.

Pre opis prestupu tepla v nacrtnutej situacii vychadzame zo stacionarnych
rovnic prudenia a prestupu tepla (8.1.6)), (8.1.7)) a (8.1.8]). Budeme predpokla-
daft, Zze rozdiel teploty steny a tekutiny predstavuji mali poruchu z hladiska
riesenia tychto rovnic, pricom rovnakého radu bude aj x-ova zlozka rychlosti
pridenia. Dalsi predpoklad bude, Ze y-ovii zlozku rychlosti budeme povazovat
za malu veli¢cinu druhého réadu, ¢o cez rovnicu kontinuity vyzaduje,
aby aj %L; bola druhého radu. To, Ze su tieto predpoklady opodstatnené,
sa mozno presvedcit tak, ze najdené vysledky dokazu kvantitativne opisat
charakter laminarneho prirodzeného pridenia.
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Rovnica vedenia tepla, ak ju vyjadrime pre oteplenie voci teplote vzdia-
lenej tekutiny Ad = 9 — 9, nadobudne tvar V#(Ad) = 0. Oteplenie vnutri
medznej vrstvy musi spliat okrajové podmienky

AY(x,0) = Ay, (8.7.2)
Ad(x,6(x)) = 0,
0

Jou(®,0(2)) = —A o Ad(zy) =0, (8.7.4)
y y=5()

ktoré mozno zabezpecit pre rieSenie v tvare polynému vzhladom na premennt
y:
AY(z,y) = co(z) + c1(2)y + ca(x)y?. (8.7.5)

Dosadenim do podmienok ndjdeme tvar funkcif ¢;(x) a odhad profilu oteple-
nia tekutiny

_ AN
Ad(z,y) = Ay <1 5(x)> : (8.7.6)

Funkcionédlny tvar medznej vrstvy 0(x) je nateraz neznamy.
Nulty rad stacionarnej Navierovej—Stokesovej rovnice (8.1.6)) predstavuje
hydrostaticku tlohu pre tlak

0= —=Vp — pretgr.
Veli¢iny prvého radu v vo vyssie uvedenom zmysle vedd na rovnicu
0%v,
oy
Rozdiel hustoty voci jej referenénej hodnote Ap = p/ — pre¢ v rdmci linedrneho

pribliZenia zavisi od oteplenia, ktorého tvar sme upresnili v [8.7.6] Po
ich dosadeni do nachdadzame rovnicu pre v, (z,y)

0=n — Apg. (8.7.7)

0%v, y 2
0= UTyQ + pretg BAY (1 — 5(33)> . (8.7.8)

Jej dvojnasobnym integrovanim néjdeme rychlostny profil prirodzeného pri-
denia v medznej vrstve:

va(a,y) = gﬁfﬁo 5(1962)2 (1 - %) [1 - (1 - fsé)ﬂ . (87.9)

Pri integrovani sme uvazili okrajové podmienky v,(z,0) = 0, v,(z,0(x)) =

0. Ndjdeny rychlostny profil (8.7.9)) aj profil oteplenia (8.7.6) maju priebeh
naznaceny na obrazku (8.7.1]).
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Ady |

Obr. 8.8.1: Hrani¢nu vrstvu rozdelime na infinitezimalne elementy s vyskou
dz. Pre kazdy element ur¢ime toky tepla, ktoré don vstupuju.

8.8 Energeticka bilancia medznej vrstvy

V predchadzajtcej casti sme navrhli funkciondlny tvar pre teplotny profil
bez toho, aby sme riesili samotnt rovnicu vedenia tepla. Spatnym dosadenim
vztahu do rovnice vedenia tepla by sme sa presvedcili, ze tento predpis
nie je jej riesenim. Von Karman inicioval priblizny pristup k opisu prudenia
v medznej vrstve — ak nedokazeme najst riesenie rovnic lokalne v kazdom
mieste medznej vrstvy, pokusme sa ndjst vysledky spliiajice tieto rovnice
aspon integralne vo vhodne zvolenych elementoch. Vysledkom takejto tivahy
bude rovnica pre funkciondlny tvar medznej vrstvy 6(z).

Element medznej vrstvy s vyskou dx je zobrazeny na obrazku[8.8.1 Z ver-
tikalnej steny vstupuje do elementu na jednotku sirky steny mmnozstvo vnu-
tornej energie

jQ,x(x>dx =-A gyAﬂ(xay)

Zospodu do elementu vstupuje, opat na jednotku sirky steny, konvektivny
tok vnitornej energie

Jo(z) = /06(93) pep A (2,y) v, (z,y)dy. (8.8.1)

Vzhladom na velkost oteplenia aj rychlosti pridenia mézeme povazovat hus-
totu a tepelnu kapacitu za zhodné s ich referenénymi hodnotami. Vy¢islenie
konvektivneho toku mozno spravif pomocou ziskanych vysledkov z predcha-
dzajucej casti pre oteplenie a rychlost priadenia (8.7.9)):

o gBAD §(x)?
Jo(z) = pc,Ady > 5

¢ = /01(1—2)3 [1—(1—2)3}dz=%- (8.8.3)

dzx.

=0

¢, (8.8.2)
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Vyrazom (8.8.1) kvantifikujeme aj tok vnutornej energie hornym ohrani-
c¢enim elementu, ak ho vycislime na pozicii « +dx. Na okraji medznej vrstvy,
v y = d(x) je tok energie nulovy. Energeticka bilancia pre zvoleny element
teda nadobuda tvar

0

—Jo(x +dx) + Jo(z) — X —Ad(z,y)

% dz = 0. (8.8.4)

=0

Predelenim tejto rovnice infinitezimalnou vyskou dx identifikujeme derivaciu
konvektivneho toku

=0

Nakoniec dosadenim vyrazov (8.8.2)) a (8.7.6) do posledného a prevedenim
derivacii nachddzame diferencialnu rovnicu pre medznu vrstvu

gBAY, §(x)? dé(yc)C 2
o(x)

=0, (8.8.5)

VVp 4 dx

ktorej riesenie s okrajovou podmienkou 6(0) = 0 predstavuje funkcia

977 T 1/4
5(9[;):( TN /(WD)> . (8.8.6)

7 vysledku vidime, ze sirka laminarnej medznej vrstvy pre prirodzené prude-
nie pomaly narasté, konkrétne ako tvrtd odmocnina vysky pozdlz vertikdlnej
steny. Dosadenim tohto vztahu pre sirku medznej vrstvy do rovnic (8.7.6|)
a ziskavame 1plny, aj ked len priblizny opis prirodzeného priudenia
popri teplej vertikalnej stene.

8.9 Koeficient prestupu tepla pri prirodze-
nom prudeni

Detailné vysledky predchadzajicej kapitoly ¢asto nie st potrebné pre kvanti-
tativne vypocty prestupu tepla. Podobne ako pri vynitenom prideni, aj pri
prirodzenom prudeni je najddlezitejsie poznat priemerny koeficient prestupu
tepla medzi povrchom (stenou) a tekutinou. Lokélny koeficient «(x) je dany
vseobecnou definiciou (8.2.1) vo vyske z vertikdlnej steny a s vysledkami
(8.7.6) a (8.7.9). Ich dosadenim nachadzame

a(x) = 3 (8.9.1)
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Je uzitocné zdoraznif, ze A\ je koeficient tepelnej vodivosti tekutiny a nie
materidlu vertikalnej steny.

Koeficient prestupu tepla charakterizujeme bezrozmernym lokalnym Nus-
seltovym c¢islom

_— m(a:)_2<27.7 x/g(%»m’ on

) 3 gBAYB/

kde tlohu charakteristického rozmeru ma vyska vertikalnej steny ¢. Tento
vysledok mozno zapisat do tvaru bezrozmernej kriterialnej rovnice pre lami-
narne prirodzené prudenie v tvare

Nu, ~ 0,48 &V/4 Ral/4, (8.9.3)

kde bezrozmeny pomer charakterizujici miesto urcenia lokélneho koeficientu
je £ = x/l a Rayleigho cislo predstavuje kombinéciu fyzikdlnych veli¢in rele-
vantnych pre prirodzené prudenie

. gﬁAQ90£3
- wp

Ra (8.9.4)

Nakolko predpokladame, ze teplota steny je po celej svojej vyske kon-
Stantna, uzitocna definicia priemerného koeficientu prestupu tepla bude dana
vztahom (8.2.6)), t. j. pri oznaceni celkovej vysky steny ¢ a vyuziti (8.8.6|) na-

chadzame

1t 2 4 2\

v=- | —dr=-—+. 8.9.5
T D 5@ T 3800 (89.5)
Podobne najdeme aj priemerné Nusseltovo ¢islo
4
Nu = Nu, ~ 0,64Ra'/*. (8.9.6)

Tento vztah plati len ak st splnené vysSie spomenuté predpoklady: maly
rozdiel teplot steny a tekutiny, konstantna teplota steny, laminarne priadenie.
V praxi sa preto vyuzivaju touto rovnicou motivované kriterialne rovnice
v tvare Nu = C'Ra" s parametrami C' a n urcenymi meranim. Podobne
ako pri vyntutenom prideni, aj pri prirodzenom prideni mozno pozorovat
viacero kvalitativne odlisSnych rezimov — pre nizsie hodnoty Rayleigho ¢isla
pozorujeme laminarne prudenie, pre vyssie rozvinuté turbulentné pridenie.
Toto sa odzrkadluje aj v odlisnych hodnotach parametrov kriterialnej rovnice,
ako je uvedené v tabulke 8.3

V pripade vertikalnej steny s predpisanou (konstantnou) hustotou tepel-
n¢ho toku jg nie je vyhodnotenie Rayleigho ¢isla priamociare — vstupuje don
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Ra C n
10* —10° 0,59 1/4
10°—-10 0,1 1/3

Tabulka 8.3: Hodnoty parametrov pre kriteridlnu rovnicu prirodzeného pru-
denia urcujicu Nusseltovo ¢islo popri vertikalnej stene s konstantnou teplo-
tou [1§].

Ra* C n
10° 100 0,6 1/5
10 — 10 0,17 1/4

Tabulka 8.4: Hodnoty parametrov pre kriteridlnu rovnicu prirodzeného pri-
denia urcujicu Nusseltovo ¢islo popri vertikalnej stene s konstantnou husto-
tou toku tepla [18§]

totiz (priemerné) oteplenie steny voéi tekutine, ktoré je na zaciatku vypoctu
nezname. Nakolko lokédlne oteplenie mozno zo znalosti lokdlneho Nusseltovho
¢isla vypocitat, Ad(x) = jo/a(x) = jol/(NuyA), mozno Rayleigho ¢islo vy-
jadrit takto

& 03 gl

_ 9O ng, — 9P Jat (8.9.7)

vUp vvp Nul’

Ra

Tento vztah motivuje zavedenie modifikovaného Rayleigho cisla

. /64
Ra" = Ra.Nu = gﬂi’ (8.9.8)

AVVD

ktoré sa pouziva v kriteridlnej rovnici Nu = C(Ra™)" pre Nusseltovo ¢islo
v takomto pripade (Tabulka [3.4)).

Nakoniec uvedme, ze miesto Rayleigho ¢isla sa niekedy pouziva Grasho-
fovo cislo

 gBAY

2

Gr ,Ra = Gr.Pr (8.9.9)
ktoré v sucine s Prandtlovym c¢islom da Rayleigho ¢islo. Komplikovanejsie
experimentalne fitované kriteridlne rovnice pre Nusseltovo cislo vyjadrené
pomocou Grashofovho a Prandtlovho ¢isla mézu obsahovat tieto dve kombi-
nicie nezavisle, nie len v stcine vo forme Rayleigho ¢&sla. Uplne analogicky
a z takych istych dovodov sa zavadza aj modifikované Grashofovo ¢islo Gr*.
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Priklad 8.9.1 Urcte koeficient prestupu tepla z povrchu hrnca do oko-
lia z prikladu na strane [136] Pociatocéna teplota vody v hrnci bola
Y9 = 40°C a teplota okolitého vzduchu 9., = 22°C. Na vypocet Reynold-
sovo ¢isla pouzite fyzikalne charakteristiky vzduchu pri (a) teplote vzduchu v
miestnosti Y, a (b) pri odhadovanej teplote medznej vrstvy 9y = (9g+040) /2.
Riesenie: (a) V priklade|7.2.1jm4 hrniec vysku ¢ = 0,09 m. Na urcenie koefi-
cientu teplotnej rozpinavosti vzduchu mozeme pouzit model idedlneho plynu,
B=1/T =1/(273,15+ ) ~ 3,4.1073 K. Kinematickt viskozitu vzduchu
pri 22 °C uréime z grafu na strane (94| — v = 15.107%m?. s~!. Difuzivitu
vzduchu uréime z hodnoty jeho tepelnej vodivosti A = 0,026 W.(m.K) ™!,
hustoty p = M,,p./(RT) = 1,2kg.m~3 a hmotnostnej tepelnej kapacity
¢, = (7/2)R/M,, ~ 1000].kg . K™, vp = \(pc,) ~ 2,2.107°m?.s7".
7 tychto hodnot vypocitame

10.3,4.1073.18.0.09°
Ra =
15.1076.2,2.10-°

~1,4.10°

Podla tabulky [8.3] ide o lamindrny reZim, preto
Nu = 0,59(1,4.106)/ ~ 20,3

Nakoniec z Nusseltovho ¢isla najdeme aj priemerny koeficient prestupu tepla
a = ANu/l ~ 59W.m 2 K~!. Porovnanie s vysledkom nie velmi presného
experimentalneho merania z prikladu ((7.2.1)) je uspokojivé.

Uloha 8.9.2 Pouzitim kriteridlnej rovnice (8.9.6) a definicie modifikovaného
Reynoldsovo ¢isla odhadnite hodnoty parametrov kriterialnej rovnice pre pri-

rodzené pridenie pri predpisanej hustote toku tepla a porovnajte s hodnotami
v tabulke [8.4




Kapitola 9

Prenos tepla ziarenim

V podkapitole bola zavedenda radiacna okrajovda podmienka, ktord za-
hina tepelné ziarenie povrchu do vonkajsieho priestoru a absorpciu ziarenia
tymto povrchom. V tejto kapitole ukazeme, ako mozno sformulovat tlohu
vymeny tepla ziarenim medzi ststavou povrchov, kazdy majici urcitu tep-
lotu a emisivitu. Fyzikdlny zaklad radia¢nej vymeny predstavuje Stefanov—
Boltzmanov zakon vyzarovania absoltutne ¢ierneho telesa. Tento zdkon, jeho
odvodenie a diskusia su sucastou uvodnych kurzov fyziky alebo kvantovej
mechaniky [25, 26], a preto sa im v tejto ucebnici nevenujeme. Radiacnej
vymene medzi zemskym povrchom, atmosférou Zeme a Slnkom vdacime za
tepelné pomery na Zemi vhodné pre Iudi. Pre zaujimavy a zaroven dobre
¢itatelny opis tohto mechanizmu odporic¢ame knihu Zahalena planéta [27].

9.1 Lambertov zakon a diftizny rozptyl

Stefanov—Boltzmanov zakon urcuje intenzitu tepelného vyzarovania abso-
litne cierneho telesa M do celého polpriestoru nad jeho uvazovanym po-
vrchom. Pri vypocte ziarenia dM emitovaného do Specifického smeru daného
priestorovym uhlom d$2 = sin(6)dfd¢, kde sférisky uhol 0 je medzi uvazova-
nym smerom $irenia Ziarenia a normalou povrchu (Obr. , sa najcastejsie
stretavame s , kosinusovou® zavislostou tohto prispevku

dAM = ML cos(6)d0, (9.1.1)
T

ktora sa nazyva Lambertov zakon. V skutocnosti ide skér o pragmaticky kom-
promis reality a jednoduchosti opisu. Napriklad, povrch vylesteného kovu
vyzaruje vyrazne viac energie pod velkym uhlom voc¢i norméle povrchu ako
predpoveda Lambertov zakon, pricom tato smerova zavislost sa méze menit
v zavislosti od teploty (alebo aj vlnovej diiky) Ziarenia.

177
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Obr. 9.1.1: Prispevok k tepelnému vyzarovaniu plosky dsS do priestorového
uhla dQ = sin(#)do0de.

Obr. 9.1.2: K vyjadreniu zlomku Ziarenia od plosky ds, k ploske dgl, S Vy-
znac¢enim polohového vektora Re plosky 2 voci ploske 1 a priestorového uhlu,
pod ktorym vidiet plosku 1 z plosky 2.

Faktor 1/7 v rovnici zarucuje, Ze celkové mnozstvo energie vyziarenej
malym rovinnym povrchom do celého polpriestoru je dané intenzitou vyza-
rovania M:

M r7/s 27
/dM = —/ dé d¢ cos(f) sin(f) = —m = M.
T Jo 0 T
Uvazujme dva plosné elementy dgl a d§2 idealne ciernych telies, medzi
ktorymi dochadza k tepelnej vimene ziarenim. Ziarenie prichadzajice k ele-
mentu dS; od elementu dS, predstavovuje iba uré¢ity zlomok celkového toku
energie od elementu d5S,.
Polohovy vektor plosky dS, vodi ploske dS; si ozna¢me ako RE, kde
€] = 1 je jednotkovy vektor a R priama vzdialenost uvazovanych elemen-



KAPITOLA 9. PRENOS TEPLA ZIARENIM 179

tov (Obr. [9.1.2). Zlomok Ziarivého toku od plosky dS, dopadajiici na plogku
dS; nech mozno opisat pomocou Lambertovho zakona 1)

dQJLin = % COS(&)deSQ
™

kde M, je intenzita vyzarovania plosky d.S; a 6 je uhol medzi normélou plosky

ggz ¢. Priestorovy uhol, cez ktory dopada

Fiarenie na plogku dS;, je dany dQ = d.9, - (—€)/R?. Preto dopadajiici Ziarivy
tok mozno vyjadrit vztahom

dS, a smerom —¢, t. j. cos() =

1(¢-dS))(e-dS,)

d2Jl Jin — MQ* R2

Ak maju obe plochy — ta, od ktorej ziarenie prichadza, aj ta, na ktoru do-
pada, konecné rozmery, a naviac vyzarovacia plocha ma konstantnu intenzitu
vyzarovania Ms, ziskame casto pouzivany vztah pre dopadajice Ziarenie

dS dsS
J1in = F125 M, F1,2— // €-dS)(e: 2), (9.1.2)

kde F o predstavuje bezrozmerny geometricky faktor, po anglicky nazyvany
view factor, ktory udava zlomok vykonu tepelného ziarenia uvolneného z plo-
chy S5 a dopadajuceho na plochu S;, ak predpokladame, ze plocha Sy Ziari
podla Lambertovho zakona.

Podobne, zlomok energie Ziarenia, ktoré je emitované plochou S; a dopada
na plochu S5, je analogicky dané vztahom

Join = F5 151 M;.

Pomocou geometrickych faktorov mozno bilanciu toku energie Ziarenia z plo-
chy S na plochu Sy napisat v tvare

Joc1 = Joim — J1in = F2151 (M — M), (9.1.3)

kde sme vyuzili symetriu geometrickych faktorov Fj Sy = F5151, vyplyva-
jucu z definicie ((9.1.2)).

Ak sa uvazuje sustava viacerych ploch S;, ¢ = 1,...,N, potom celkova
eneria ziarenia dopadajica na ¢-tu plochu z ostatnych bude

Jijn ZF”S M; (9.1.4)

J=1
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¢o mozno napisat aj ako maticovi rovnicu
Jn =FJy (9.1.5)

kde Jin = (Jl,imJQ,in;'--;JN,in)Ty JM = (SlMl,S2M2,...,SNMN)T, a F je ma-
tica s prvkami Fj ;.
Geometrické faktory F; ; splnaja dve identity:

FjS; = FjiSi, Vi, (9.1.6)
N
Y Fe =1, Vi (9.1.7)
=1

Prvéa identita je dosledkom definicie , ktora je symetrickd vzhladom na
indexy az na velkost plochy v menovateli pred integralom. Druhé je konsta-
tovanim bilancie celkovej vyziarenej energie z i-tej plochy, ktord musi nevy-
hnutne dopadaf na jednu z 5 = 1,...,N ploch. Je dobré si uvedomit, Ze aj
F; ; moze byt vo vSeobecnosti nenulovy, ak je i-t4 plocha konkavna.

Geometrické faktory sa vyuzivaju aj v problémoch vymeny tepla tepel-
nym ziarenim pre realne povrchy s emisiviou ¢ < 1. Pre takéto povrchy
dochadza nie len k emitovaniu tepelného ziarenia s intenzitou M’ = eM, ale
aj k rozptylu (odrazu) hustoty toku dopadajiceho Zziarenia, ktoré je charak-
terizované koeficientom odrazu r. Na to, aby bolo mozné pouzit geometrické
faktory , je nevyhnutné, aby povrchy vykazovali difizny rozptyl. To
znamena, ze smerové rozlozenie odrazeného ziarenia ma rovnako ako v Lam-
bertovom zakone ,kosinusovy tvar®, a to nezavisle od smerového rozlozenia
dopadajuceho ziarenia. Ak je tato podmienka splnend, moézeme pouzivat po-
dobné vztahy, ako je napriklad rovnica (9.1.4)

N
Jiin = > Fi i Jjouts (9.1.8)
j=1
kde sme tepelné vyzarovanie absolutne ¢ierneho povrchu S;M; nahradili cel-
kovym tokom energie od povrchu J; o4, ktory zahfiia tak jeho tepelné vyza-
rovanie ako aj difizny rozptyl dopadajiceho ziarenia.

Diftzny rozptyl predstavuje pomerne dobry model pre mnohé matné po-
vrchy. Na druhej strane, diftzny rozptyl opisuje diametralne odlisny odraz
ziarenia od povrchu, ako je z optiky dobre zndmy zrkadlovy (spekuldrny)
odraz, pre ktory plati Snellov zakon. K zrkadlovému odrazu dochadza pre
velmi hladké, a teda lesklé povrchy. Povrch vykazujuci difizny rozptyl si mo-
zeme predstavit tak, ze sa sklada z velkého mnozstva mikroskopickych rozne
orientovanych hladkych plosok, ktorych neusporiadanost vedie na uvadzané
kosinusové rozlozenie smerovej zavislosti rozptylu dopadajiceho tepelného
Ziarenia.
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9.2 Kirchhoffov zakon

Povrchy telies nevyzaruju ako idedlne cierne telesd, su charakterizované emisi-
viou € < 1. Povrch, ktory nie je absoltutne ¢ierny, absorbuje len istu ¢ast dopa-
dajiceho ziarenia, zvySok odraza alebo prepusta cez seba (a teda cez samotné
teleso). Nech dji, \ predstavuje mnozstvo energie dopadajice na jednotkova
plochu povrchu za jednotku ¢asu v intervale vinovych dizok (A, A+d)). Bilan-
cia energie dopadajiceho ziarenia vedie na jeho rozklad na Ziarenie odrazené,
absorbované a prechadzajuce:

djiny = djen + dfar + djer = (ra + ax + t5) djimx

kde sme zaviedli spektralne koeficienty odrazu 7\ = dj, »/djin, absorpcie
ay = djar/djinx a transmisie ty = dj; /djina. Z poslednej rovnice vyplyva
T+ ay+ t)\ = 1.

Kirchhoff ukézal, Ze pre tepelné zZiarenie je koeficient absorpcie zhodny
s emisivitou povrchu pomocou tejto ivahy. Teleso s teplotou T sa nachadza
v kavite, ktorej steny maju tiez teplotu T'. Vzhladom na rovnost teplot bude
teleso a steny kavity v termodynamickej rovnovahe, nezavisle od charakteru
telesa. Ak mé teleso absoltutne ¢ierny povrch, potom za jednotku Casu jed-
notkovou plochou teplne vyzaruje podla Stefanovho-Boltzmannovho zakona
energiu jou = M = ospT*, respektive, v intervale vinovych dizok (A, A+dA)
Cast energie dM), ktorej presny predpis je dany Planckovym zékonom [26].
Takéto isté mnozstvo energie dj;, = dM, musi na Cierne teleso dopadat od
stien kavity, a to v kazdom intervale vinovych dizok. Predstavme si, Ze zame-
nime teleso za iné, s identickou teplotou 1" a tvarom, ale povrchom, ktorého
tepelné ziarenie d M} bude pri tej istej teplote T" slabsie ako ziarenie absolitne
cierneho telesa. Pre takéto teleso zavadzame jeho spektrdlnu emisivitu

dM;

€)= A <1, (9.2.1)
ktors bude uz funkciou nie len teploty ale aj vinovej dizky Ziarenia. Aj takéto
teleso musi byt v rovnovahe so stenami, a preto celkova vymena energie telesa
s kavitou v kazdom intervale vinovych dizok musi byt nulovi. Na teleso od
stien dopada rovnaké mnozstvo energie ako v prvom pripade — dM,. Z neho
zlomok ayd M), sa absorbuje povrchom. Na druhej strane, z definicie spektral-
nej emisivity, mnozstvo emitovaného tepelného ziarenia telesom bude e xd M.
Nakolko tieto dve mnozstva musia byt v stave termodynamickej rovnovahy
zhodné, musi platit

Ex = Q), (922)
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Obr. 9.3.1: Malé teleso v kavite. Ciarkované ¢iary zobrazujii myslené plochy
tesne nad povrchom telesa (i = 1) alebo kavity (i = 2). Cez tieto plochy
prechadza v smere od telesa alebo kavity ziarenie s celkovym tokom energie
Jiout @ Naopak, na teleso dopada celkovy tok energie J; ;. Vysledna bilancia
toku energie z povrchu telesa/kavity je teda J; out — Jiin-

t. j. spektralna emisivita povrchu pre tepelné Ziarenie s vinovymi dlzkami
(A, A 4+ dA) je zhodné s jeho koeficientom absorpcie pre takid istu teplotu.
Toto predstavuje formulaciu Kirchhoffovho zakona pre tepelné Ziarenie.

V infracervenej oblasti pevné latky typicky Ziarenie absorbuju natolko
intenzivne, ze koeficient transmisie mozeme bezne povazovat za nulovy, t, ~
0. Preto casto pouzivame zjednoduseny vztah ay + ry = 1, ktory vzhladom
na Kirchhoffov zakon mozno napisaf aj v tvare:

ExT TN = 1. (923)

Rovnaky vysledok by sme dostali, ak by sme uvazovali celkovy koeficient
absorpcie a celkovii emisivitu (6.2.9), nerozlozeni na intervaly vlnovych
dlZzok tepelného ziarenia.

9.3 Prenos tepla radiaciou pre teleso v kavite

Vypocitame celkovy tok tepelného Ziarenia z redlneho povrchu malého telesa s
teplotou 17, velkostou povrchu S a emisivitou €7, ktoré sa nachadza v kavite
s teplotou T3, emisivitou €5 a celkovou plochou Sy > S;.

Nech Jj ous predstavuje celkové mnoztvo energie prendsané ziarenim od
povrchu telesa, J ;, celkové mnozstvo energie prenasané ziarenim k povrchu
telesa, a s podobnym vyznamom si zavedieme aj veli¢iny Jsou a Jain pre
vnutorny povrch kavity. Z casti vieme, ze suvis medzi tymito veli¢inami
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je dany maticou geometrickych faktorov
Jin = FJoyu. (9.3.1)

Pre teleso v kavite ndjdeme pouzitim elementérnych ivah a vztahov (9.1.6)

S
F171 = O, F271 = 1,F1,2 = ?’F2’2 =1- F172 (932)
2
Maticu F' teda mozeme povazovat za znamu.
Kym rovnice pre rozptyl sa najlahsie formuluja pre celkovy dopadajuci
a odchadzajici tok energie ziarenia, na vypocet okrajovej podmienky nas

zaujima ich rozdiel — celkovy tok energie Ziarenia z plochy S;:

JQJ' = Jiout — Ji,ina (933)
pre ktoré pomocou (9.3.1)) dostaneme
JQ = (1 - F)Jout- (934)

Na zéaklade Stefanovho-Boltzmannovho a Kirchhoffovho zdkona (r = 1—e¢,
transmisiu povazujeme za nulovi) mozeme pisat:

Jiow = aMSi+(1—e€)Jim (9.3.5)
Sooww = M8y + (1 —€2)Jam (9.3.6)

Tieto rovnice tiez upravime pomocou definicie (9.3.3)):

Jo1 = ElMlsl_Eljl,in 3.
Jo2 = €MySy—edom (9.3.8)

(19.3.7) a (9.3.8) si vyjadrime J;;, pomocou J; o podla (9.3.3), aby ne-

znamymi veli¢inami vystupujicimi v rovniciach boli len Jg a Joue:

JQ71 = €1M181 — El(t]l,out — JQJ), (939)
JQ,Q = M5y — 62(]2101113 — JQQ), (9310)

¢o mozno zapisaf v tvare
1
-1+ o Joi = MiS;— Jiou
1

1
Ji,out = (1 - ) JQ,i + Mle

€
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alebo maticovo
Jout = KJQ + Ju (9311)

kde

1—5 0 M, S;
K‘( 0 1—1>’ JM_<M252 '

Dosadenim do ((9.3.4)) a ipravou nakoniec najdeme

Jo = (1—F)(KJo+Ju) (9.3.12)
1-(1-F)K]Jo = (1-F)Jy (9.3.13)
Jo = [1-F) ' - K| Iy (9.3.14)

Posledny vztah predstavuje vSeobecny vysledok. Ak by sme uvazovali i =
1,...,N povrchov s réznymi teplotami a emisivitami, tak tieto rovnice obsa-
huja matice N x N a je nevyhnutné pocitat tam nachadzajice sa inverzné
matice. Nastastie, v aktudlne rieSenom probléme telesa v kavite to nie je po-
trebné, staci ak vyjdeme priamo z prvého riadku maticovej rovnie ((9.3.12]),
ktora po rozpisani da:

€1 — 1 € — 1

Jo1— F
o Q.1 12 &

JQ’l = (]_ — Fn) JQQ + (]. — FH)Mlsl — F12MQSQ.

V pripade len dvoch telies plati Jg1 = —Jg 2, pre zvolend kavitu Fi; = 0 a
Fi3 = 51/855, a preto

_ 61(M1 —M2)51
D1+ Sa(1-q)

Tento vysledok mdzeme napisat aj v tvare

Jou = Siéioss (T~ 1), & = = . 9.3.15
Q.1 161USB( 1 2)7 €1 1_1_%:—;(14—62) ( )

V limite velkej kavity plati S;/Sy — 0 z ¢oho vyplyva ¢ — €, a teda
nachadzame vysledok z prikladu . Vidime, ze vo vseobecnosti
vysledok nie je platny a je potrebné pouzit modifikovani emisivitu
. Argument v priklade zlyhava v tom, ze ak by sme vychadzali
len z neho, tak k Jg i, by bolo mozné vzdy pridat Tubovolnt funkciu rozdielu
T—-T.
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Uloha 9.3.1 Nech rovinng stena mé teplotu 7} a emisivitu ¢; a s tfou pa-
ralelnd stena ma teplotu 7T, a emisivitu ;. Aka bude hustota toku energie
tepelného ziarenia medzi stenami?
Riesenie:

Jrowt = €Mi+(1—€1)jrin

Joout = €Ms+ (1 —€)jam

Pre toky medzi stenami pritom plati

Jiin = J20ut
J2;in = Jl,out
JQ = Jiout — Jlin = —J20ut + J2,in

Dosadenim a tpravami najdeme:
. My =M
1T T+ 1/e — 1

Uloha 9.3.2 Nech rovinné stena méa teplotu 73 a emisivitu e. Jej tepelné
ziarenie chceme odtienit paralelnou stenou s emisivitou €. (1) Aka bude
hustota toku energie tepelného Ziarenia za tieniacou stenou? (2) Ak& bude
teplota tieniacej steny?

RiesSenie: (1) Hustotu toku Ziarivej energie prestupujicu od steny smerom
k tienidlu is oznacime j; oy, smerom od tienidla k stene ja, oue @ na druhej
strane od tienidla smerom von jap oui. Analogicky hustoty toku ziarivej energie
smerom k stene a k tienidlu z vnitornej a vonkajsej strany s indexom ,,in.
Nakoniec pouZivame aj oznacenie pre intenzitu vyZarovania M; = osgT}. Pre
hustoty ziarivej energie prestupujice od jednotlivych povrchov piseme

Jrowt = aMi+ (1 —€)jiim
j2a,out = 62M2 + (1 - 62)j2a,in
Jovour = €M = jo = Jiout — Jiin = —J2a,.0ut T J2a,in

Pre toky medzi stenou a tienidlom

Jiin = J2a,0ut

j2a,in jl,out
Dosadenim a tpravami najdeme:
€1 M1

A P Gy P

< e M
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a teda naozaj dochadza k tieneniu pre lubovolné €, €5. Maximélny tieniaci
uc¢inok dostaneme pre €, — 0, ¢o by nas nemalo prekvapovat.

(2)
. e M,
T T e (2)e 1)

€2M2

a teda konecné vyjadrenie pre tepltu tienidla nachadzame vysledok

c 1/4
T, = ! T.
2 <€2+€1(2—€2)> !




Kapitola 10

Metéda konec¢nych prvkov

Akykolvek realistickejsi model Sirenia tepla vyzaduje numerické riesenie di-
ferencidlnej rovnice. Metéda konecnych prvkov (MKP) je numerickou me-
todou riesenia diferencidlnych rovnic zvlast vhodnou pre komplikované troj-
rozmerné geometrie skladajice sa z telies roznych tvarov a z réznych ma-
teridlov. Na zaciatok ukazeme, ako je MKP matematicky sformulovand pre
stacionarnu jednorozmernu tulohu vedenia tepla. Neskor uvedieme rozsirenie
MKP pre dvojrozmerné problémy a prechodné deje. Po prestudovani tychto
casti citatel nadobudne dobra predstavu o MKP na to, aby vedel posudit
a porozumiet spravaniu sa MKP vypoctov pri ich vyuzivani pomocou volne
siritelnych (napr. ELMER, OpenFOAM) alebo komerénych (napr. ANSYS,
COMSOL Multiphysics) programov. Téato kapitola vychddza z prednasok
prof. Gilberta Stranga [28], volne pristupnych na internete vdaka projektu
MIT OpenCourseWare.

10.1 Slabé riesenie v 1D

MKP formulaciu objasnime na tlohe staciondrneho prestupu tepla v jednom
rozmere, rieSenej na konecnej dlzke ¢ (Obr. [10.1.1)),

d d
- — = 10.1.1
& Pog @) oo (10.1.1)
s predpisanymi okrajovymi podmienkami
Dyl —o a 9(0) =0 (10.1.2)
| = = 0. 1.

Koeficient tepelnej vodivosti aj produkciu vniitornej energie budeme uvazo-
vat ako zname funkcie polohy. Takato loha zapisana pomocou diferencialne;j

187
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=0 x=1/

Obr. 10.1.1: Hladané riesenie stacionarneho prestupu tepla v jednom rozmere
s okrajovou podmienkou na nulovy tok vlavo a nulovi teplotu vpravo.

rovnice druhého radu sa v tedrii diferencidlnych rovnic nazyva silnd formu-
ldcia Glohy prestupu tepla a rieSenie ¥(x) sa analogicky nazyva silné riesnie.

Pri hladani aproximaécie silného riesenia sa vychadza zo slabej formuldcie.
Tuato ziskame uvazovanim vhodnej mnozZiny testovacich funkcii v(x). Pre-
nasobenim rovnice (10.1.1)) s v(x), potom jej integrovani cez interval (0,¢)
a pouzitim integrovania per-partes na jej lavej strane najdeme

- (A(x)(i_ﬂ@) w@yde = [ oufa)o(e)dr

- [A(@ (iﬁﬁ(@) v(x)]z + /0 \@) (iﬁ(w)) (jxm)) dz
- /Oeau(x)v(x)d:c (10.1.3)

Vdaka okrajovym podmienkam je vyraz v hranantych zatvorkach nulovy.
Vysledny vztah predstavuje slabii formulaciu prestupu tepla,

/ @) (iﬁ(m)) va(x)) dr = [ ou@(@)ds  (10.1.4)

Od slabého riesenia ¥(z) nevyzadujeme splnenie rovnice v kazdom
bode x € (0,/), ale len platnost rovnic pre kazdu testovacu funkciu
v(x).

Vsimnime si, ze rovnica ([10.1.4) potrebuje existenciu len prvej derivécie
hladaného slabého riesenia ¥(z). Tiez si uvedomme, ze ¢im je mnozina tes-
tovacich funkcii chudobnejsia, tym viac slabych rieseni tlohy bude zrejme
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existovat, t. j. rieSenie nebude jednoznacné. Je preto tzky stvis medzi mno-
zinou testovacich funkcii a mnozinou rieseni slabej ilohy. Bez toho, aby sme
vstupovali na pole matematickej tedrie diferencidlnych rovnic, sa obmedzme
na intuitivne zrejmé konstatovnie, ze ¢im je bohatsia mnozina testovacich
funkcii, tym blizsie s slabé riesenia k jednozna¢nému rieseniu silnej formu-
lacie ulohy vedenia tepla. Pojmy ,bohatosti mnoziny funkcii“ a ,blizkosti
dvoch funkcii“ sa presne definuji v rdmci funkciondlnej analyzy'|

10.2 Rozvoj do konecnej bazy

Pri hladani slabého riesenia sa pouziva Galerkinova metoda, ktora predsta-
vuje jeho aproximaciu pomocou konecného siuctu znamych bazovych funkcii
prenasobenych s neznamymi koeficientami U;,

V(x) = Usgo(x) +Uidr(x) + ...+ Un_1on-1(T)

= Y Unl). (10.2.1)

Mnozinu N funkeif {¢;(z)} X" nazyvame bdzou.
Takyto postup moézeme motivovat napriklad podobnostou s konecnym
Taylorovym rozvojom funkcie, kde bazou s homogénne polynémy stupna ¢,

',

N-1
~ i
Ix) = > g,
i=0
alebo podobnostou s kone¢nym Fourierovym radom,

N

I(z) ~ ag + Z {ai CoS (ijrm> + b; sin (?m)} ,

=1

kde bazu tvoria periodické funkcie sin(), cos() a konstantnd funkcia 1.

V pripade MKP sa pouzivaju také bazové funkcie ¢;(x), ktoré si nenulové
len v malej oblasti priestoru. Okrem toho spliiaji aj dalsie vlastnosti, ktoré
st vyhodné pre numerické hladanie slabého riesenia. Pre ich zavedenie sa
vratime k povodnej ulohe vedenia tepla na intervale x € (0,¢). Na intervale

1V rédmci funkciondlnej analyzy mnozina testovacich funkcii tvori Hilbertov priestor,
v ktorom je vhodne definovany skaldrny sucin dvoch funkcii a prostrednictvom neho aj
ich ,vzdialenost“. Pomocou tejto ,vzdialenosti* dvoch funkcii mozno potom posudzovat
rozdiel medzi rieSenim s kone¢nou bazou, bazou celého uvazovaného Hilbertovho priestoru,
ako aj rozdiel medzi slabym a silnym riesenim.
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zvolime N + 1 uzlov zy = 0,21, z9,...,xx = £ (Obr. [10.2.1). Ku kazdému

uzlu priradime po c¢astiach linedrnu bazova funkciu dant predpisom

el g <o <
Ti—Ti—1

¢i(r) =1 S m <z <ain (10.2.2)
0 S (0,'751'71) U (Ii+1,€>

o =0 x xn =¥

Obr. 10.2.1: Interval z € (0,f) je rozdeleny N — 1 vnitornymi uzlami na
N intervalov. Ku kazdému uzlu priradime bazova funkciu, ktora nadobuda
jednotkovii hodnotu priamo nad tymto uzlom. Na obrazku st zobrazené len
tri bazové funkcie.

Takto zavedené funkcie ¢;(x) nadobidaju v uzle x; hodnotu jedna a vo
vsetkych ostatnych uzloch st nulové. Vdaka tejto vlastnosti maju koeficienty
rozvoja U; vyznam hodnoty teploty v tomto uzle,

N-1 N-1
19(1[1) = Z U]¢j(zz) = Z Ujdm‘ =U;.
Jj=0 j=0

Bazovu funkciu patriacu poslednému uzlovému bodu zy = ¢ zatial ne-
vyuzivame. Tymto automaticky zabezpec¢ime splnenie okrajovej podmienky
v 9(¢) = 0. Okrajovd podmienka na nulovy tok v zy = 0 bude splnend au-
tomaticky. Preto sa niekedy okrajova podmienka na nulovy tok nazyva aj
prirodzena okrajova podmienka — je splnena prirodzene, bez dodatoénych
algebraickych tprav.
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10.3 Formulacia algebraickych rovnic

Pre najdenie N koeficientov rozvoja je potrebné zostavit N rovnic.
Tieto najdeme dosadenim tohto rozvoja do rovnice s vyuzitim N
roznych testovacich funkcii. V MKP sa testovacie funkcie volia totozné s ba-
zovymi funkciami ¢;(z). Pre v(x) = ¢;(x) nachddzame

/OZ)‘@) (iL,ZUj@(x)) (jx@(iv)) dr = /OZ ou(z)pi(x)dx,

i=0,....N—1
¢o mozno zapisaf v tvare
N-1
KjUi=F,i=0,....N—-1 (10.3.1)
3=0
kde
¢ d d
K = /O ANa) (Toia) | | i) | do (10.3.2)
a

¢
F = / ou()di(z)da. (10.3.3)
0
N rovnic mozno zapisat aj v maticovom tvare
KU=F (10.3.4)

kde prvky matice K st dané predpisom , U je stipcovy vektory nezna-
mych koeficientov U; a F stlpcovy vektor pravych stran danych predpisom
(10.3.3). Najdenie aproximécie slabého riesenie vyzaduje néjdenie riesenia
pre stlpcovy vektor U takejto algebraickej rovnice. Numericky mozno riesit
takéto tlohy pre velmi velky pocet uzlov.

Priklad 10.3.3 Najdite prvky matice Ky, Ko1 a Ki1, ak tepelnd vodivost
je konstantna, 1 — ro = Awg. a 19 — x1 = Axyq

Riesenie: Zo vztahu ((10.3.2)) najdeme

Koo = /01Z A (iﬁ%(m)) (i%(w)) dz.
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Podla (10.2.2)) je derivacia ¢o(z) nenulovd len na intervale (0,Azy) a rovna
sa —1/Axg, a preto

s (<1 (=1) A
Koo = =
00 /O A AIO A.TO dz AIO

Podobne, podla je derivicia ¢q(z) na intervale (0,Azq) rovna
+1/Axq. Hoci je derivacia ¢;(z) nenulova este aj na intervale (zq,21 + Axy),
tato hodnota neovplyvni vycislenie prvku Ky pretoze derivacia ¢g(x) je uz
na tomto intervale nulova. Preto

K, :/MOA(—D (+D) . A

AI‘O AIL’O _Tﬂ)

Nakoniec pri vypocte prvku Kj; uvazime, ze derivacia ¢;(z) je nenulova
na intervaloch (0,Axq) aj (z1,21 + Azy),

Ky =/M°A<+1) (+1>dx+/m1+M1/\(_1) (D g, = Ay A

A.TO AJ]O 1 AIl Al’l e AIO * A(L’l.

Priklad 10.3.4 Rozpiste maticovi rovnicu ((10.3.4]) pre pripad N = 6 pomo-
cou vysledkov z predchadzajiceho prikladu, pricom naviac predpokladajte,

ze Axg = Ax; = Ax; = Ax.

RieSenie:
1 -1 0 0 0 0 71[U] [F]
-1 2 =1 0 0 0 Uy F
Al 0 -1 2 =1 0 0 Uy| | Fy
Azl 0 0 -1 2 -1 0 Us| | Fy
0o 0 0 -1 2 —11|U, F,
0 0 0 0 -1 1 ||Us] [

Uloha 10.3.5 Uvazujte prestup tepla tseckou s dizkou ¢, ktort rozdelte na
8 rovnako dlhych elementov s 9 uzlami x; = (¢/8)isi=0,....8.
Ak rovnica prestupu tepla ma generovanie tepla dané predpisom

. :{ 4Q/0 €)2 < x < (3/4)¢

0 v ostatnom pripade

akd bude hodnota i = 4-tej zlozky stlpcového vektora F, t. j. Fy?
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10.4 Zadanie okrajovych podmienok v MKP

Pri predchédzajtcej analyze sme sa obmedzili na Specidlnu volbu okrajovych
podmienok . Ich doésledkom bolo, Ze okrajové ¢leny integracie per-
partes v rovnici boli nulové. V tejto Casti vysvetlime, ako moZno
implementovat aj ostatné druhy okrajovych podemienok, s ktorymi sa pri
vedeni tepla stretavame.

Ako prvi modifikdciu budeme uvazovat predpisanie nenulového toku v =
0 a nulovu teplotu v o = ¢,

dv

J@(0) = =X —

| =40 90 =0 (10.4.1)

0

Okrajovy prispevok pri dolnej hranici integrovania v rovnici (10.1.3)) je teraz
nenulovy a presunieme ho na pravu stranu,

‘ A(x) d—??(ac) d—v(x) dz = é ou(x)v(x)dz — A(0) d—i?(a:) v(0)
/0 (dx dx 0 dz 0
- /O *ou(2)0(x)dz + Av(0)

Teplotu hladdme v tvare rozvoja do konecnej bazy v(z) = Zé-v;ol U;pi(x)
a za testovaciu funkciu postupne dosadime jednotlivé bazové funkcie ¢;(x),

1=20,...,N — 1, ¢im ziskame sustavu N rovnic
N-1
j=0

kde ¢;(0) = 6,0, takze tento vyraz je nenulovy len v prvej rovnici, zodpoveda-
jucej © = 0. Vidime, Ze nenulova hodnota toku predstavuje pridavok k pravej
strane maticovej rovnice, podobne ako zdroje produkcie vniitornej energie Fj.
V pripade predpisaného toku tepla A je tento prispevok nenulovy len na uzle
1 = 0, ako by sme aj intuitivne ocakavali.

Ako druhy pripad rozoberieme situaciu s predpisanym teplotami na oboch
hraniciach, t. j.

9(0) = B, 9(0) = C. (10.4.3)

Pretoze teplota v x = ¢ mdze byt nenulova, je nevyhnutné rozsirit bazu
testovacich funkeii o ¢y (), definovani podobne ako ¢g(x), len v uzle zy = ¢.
Teplotu hladame v tvare konecného radu s N + 1 ¢lenmi,

0(x) = Y Uyt () (10.4.4)
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Koeficienty Uy = B a Uy = C ale nepredstavuji nezname, ale zname (za-
dané) hodnoty, a preto na urcenie koeficientov U;, j = 1,...,N — 1 potrebu-
jeme zostavit len N — 1 linearne nezavislych rovnic. Tieto ndjdeme tak, ze
testovaciu funckiu v (10.1.3)) postupne volime funkcie ¢;(z), i =1,... ,N —1,

N
KU = F, i=1,....N—1 (10.4.5)
j=0

(10.4.6)

Zo suétu na lavej strane oddelime ,zname® koeficienty Uy a Uy od nezna-
mych,

N-1

KB+ Y KU+ K;nC = F, (10.4.7)
j=1

N-1

J=1

Podobne ako v rovnici , aj v pripade Dirichletych okrajovych podmie-
nok vystupuju predpisané hodnoty teploty v pozicii zdrojov na pravej strane
maticovej rovnice pre nezname koeficienty U;, 1 = 1,... N — 1.

Hrani¢né prispevky z integracie per—partes v v tychto rovniciach
nevystupujui, nakolko tu vyuzivané testovacie funkcie st v hrani¢nych uzloch
nulové: ¢;(0) =0a ¢;({) =0prei=1,...,N —le

Nakoniec sa pozrieme na implementaciu konvektivnej okrajovej podmienky;,
napriklad v x = 0,

dv
A —| =Dv A. 10.4.
35| = PO+ (10.49)

Koeficient D predstavuje koeficient prestupu tepla a zvycajne ho oznacujeme
a. Podobne ako v pripade predpisania nenulového toku v x = 0 najdeme
sustavu rovnic,

> Kyl = Fit (A+ DI(0)) 6,(0)

Vyuzijeme vztahy 9(0) = Uy a ¢;(0) = ;0 a uvedomime si, ze koeficient U,
je neznamy a vyskytuje sa uz aj na lavej strane rovnice vramci maticového
nasobenia. Preto vyraz DY(0)¢;(0) = DUpbin = 3" Djodi;U; pridame
k matici K;; a ziskame tak konecné algebraické rovnice,

N—-1
Z KUy = F; + Ao, K = K;j — D5i05ij- (10.4.10)
7=0
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Vidime teda, ze vSetky okrajové podmienky, s ktorymi sme sa stretli,
mozno jednoducho preformulovat na tilohu riesenia N alebo N — 1 linedrnych
algebraickych rovnic v tvare

Y KuU;=F, (10.4.11)
J

ktorych riesenie vieme formalne zapisat pomocou inverznej matice
_ —1
U, = ZKU F;. (10.4.12)
J
Typicky sa pri numerickom rieseni nehlada inverzna matica, ale riesenie U;

konstruujeme pomocu iteracngych metod. Tieto, na rozdiel od inverzie matice,
st pouzitelné aj pre velmi velké pocty uzlov V.

Uloha 10.4.6 Preco nemozno v staciondrnych 1D tlohdch uvaZzovat dve
nezavislé okrajové podmienky na tok v =0a x = £?

Pomocka: Navod na odpoved je ukryty na konci diskusie Neumannovej okra-
jovej podmienky v casti[6.2]

10.5 Elementarna matica K

Ako nazov metédy konecénych prvkov naznacuje, jej klticovou ingredienciou
je urcity koneény prvok, ktory budeme nazyvat element (z anglictiny). V pri-
pade 1D tloh st elementami intervaly, na ktoré je rozdelena oblast rieSenia
ulohy vedenia tepla. V pripade 2D tloh st nimi plosné utvary, napriklad troj-
uholniky a v pripade 3D tloh objemové telesa, napriklad stvorsteny. Mno-
zina vsetkych uvazovanych elementov pokryva celt oblast, na ktorej chceme
tlohu riesif. Velmi doélezitou a vyhodnou ¢rtou metddy konecénych prvkov je,
ze jednotlivé elementy mozu byt rozne velké. V oblasti, kde sa teplotné pole
meni pomaly, je postacujice volit vacsie elementy, v oblastich, kde doché-
dza k rychlej priestorovej zmene teploty, musime naopak volif malé elementy
na ziskanie dostatoc¢ne presnych vysledkov. Okrem toho, moznost volby vel-
kosti a tvaru elementov umoznuje pokryt aj geometricky nepravidelné oblasti
a hranice, ktoré su potrebné pre realistické modely simulovanych tloh. Toto
je velkou vyhodou MKP pre vypocty v inzinierskej praxi.

Mnozina uzlov, t. j. vSetky vrcholy elementov pre dant geometriu tlohy
predstavuje vypoctovu sief. Pre geometricky skonstruovani siet modelu je
nevyhnutné zostavit maticu K;;, kde indexy ¢ a j prebiehaju cez vSetky uzly
siete. V tejto kapitole objasnime princip takejto konstrukcie pre 1D tlohy.
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¢i(x) bit1(x)

Zo Ti Tit1 TN

Obr. 10.5.1: Elementy oznacené indexom e; pokryvaju celi oblast riese-
nia. V pripade 1D tloh mo6zeme kazdému uzlu priradit nasledujici element,
t. j. ¢, = 1, no vo vyssich dimenziach uz takéto priradenie nie je mozné.
Napriek tomu mozeme vzdy indexovat elementy pomocou zvoleného uspo-
riadania a odkazovat na ne vSeobecnym indexom e, ktory ale uz nemusi byt
jednoznac¢nou funkciou indexu uzlov. Na vybranom elemente st nenulové len
tie bazové funkcie, ktoré vo vrcholoch elementu nadobidaji jednotkovi hod-
notu. V 1D pripade st to len dve linearne funkcie.

V rovnici [10.3.2] sme nasli vSeobecné vyjadrenie pre maticu Kj,

Ky = [0 (Lo) (So) e

Integrovanie vyjadrime ako stcet konecnych integralov cez jednotlivé ele-
menty,

Ky = Y Kir (10.5.1)

K& = /* ) (jxqsi(x)) (jxgzsj(x)) da. (10.5.2)

K7, prispevok k matici K;; od elementu e, je nenulovy len pre maly pocet
uzlov/prvkov vyslednej matice. Konkrétne, v 1D pripade je pre element e,
t. j. interval (x,,r,11), nenulovy len prispevok pre bazové funkcie s indexom
i (alebo 7) rovnym n alebo n + 1.

Pre jednoduchsi zapis nenulovych prispevkov si tieto dva indexy zapi-
seme pomocou lokdlneho indexu uzlov elementu e,, o. Lokalny index v 1D
nadobtuda len dve hodnoty, & = 0 a 1, pricom na elemente e, ich priradime
globdlnemu indexu uzlov ¢ pomocou predpisu

)]0 prei=mn
Oz—{l prei=n + 1 (10.5.3)

Pomocou lokdlneho indexu uzlov moézeme zapisat prispevok k matici Kj;
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v tvare 2 X 2 elementdrnej matice

oh = /;"H Az) (iﬁ%@)) (iﬂ@ﬁ%(m)) dz, (10.5.4)

kde bazové funkcie indexované lokalnym indexom maji na uvazovanom ele-
mente tvar

e Tit1 — T
oz:O(x) = JU:1 _ .’13" (1055)
e r — T;

Pomi(z) = iy — (10.5.6)

V takomto zapise je vypocet elementarnych matic priamociary a dokonca aj
analyticky vy¢islitelny, pokial pozname primitivnu funkciu k funkcii tepelnej
vodivosti.

Po vy¢cisleni elementarnych matic pre vsetky elementy tlohy je potrebné
ich spocitat podla rovnice . Pri postupnom prechadzani cez vsetky
prvky matice i = 0,...,N, 7 =0,...,i (staci vy¢islit spodnu trojuholnikovi
cast, lebo matica K;; je vzdy symetrickd), ku kazdej kombindcii ¢,j precha-
dzame cez vsetky elementy e,,, pricom na zaklade priradenia lokalych indexov
ku globalnym

)]0 prei=n
a_{l prei=n+1 (10.5.7)
] 0 prej=mn
5_{ 1 prej=n+1 (10.5.8)

identifikujeme potrebny prispevok. Ak vyssie uvedené priradenie neurci pre
oba lokalne indexy hodnotu 0 alebo 1, potom aktualne uvazovany element n
neprispieva k prvku ij celkovej matice K;; a moZzeme prejst na nasledujici
element.

Kompozicia celkovej matice z elementarnych matic sa méze zdat v naj-
jednoduchsom 1D pripade ako zbytocné formalizovanie, no v pripade dvoch
a troch dimenzii vyrazne zjednodusuje numericka implementaciu MKP.

Uloha 10.5.7 Ukézte, Ze elementdrna matica pre kazdy interval z prikladu

ma rovnaky tvar
. A 1 -1
=5 ( -1 )

Uloha 10.5.8 Vyuzitim vysledku pre elementdrnu maticu z predchédzajicej
ulohy sa presvecte, Ze celkovd matica K;; skonstruovand sc¢itanim vhodnych
elementarnych matic vedie na vysledok prikladu [10.3.4]
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10.6 Kvadratické a kubické bazové funkcie

V predchadzajicej casti sme nasli predpis na vypocet elementarnych ma-

tic. Pre dalsiu diskusiu je vyhodné previest transformaciu integrovania vo

vypocte ich prvkov z intervalu (x;,z;41) na interval (0,1),
T —x; dz

z=———/— dz= ,
Tit1 — X Ax;

(10.6.1)

ktorej vysledkom je univerzéalny vztah pre bazové funkcie ((10.5.5)),(10.5.6))

o5(z) = 1—=2 (10.6.2)
¢i(z) = =z (10.6.3)

(Obrazok [10.6.1]) a vyjadrenie elementarnej matice

e Lot deg(z) doj(z)
aﬁ_Axi/o Az) dz dz dz

(10.6.4)

Vysledny priebeh teploty na tomto intervale mozno zapisat v tvare
Wz) = USog(2) + Ui gS(2) = U5z + Uy (1 — 2) = a2+ 0%, (10.6.5)

a je teda vseobecnou linearnou funkciou. Koeficient U¢ na elemente e s lokal-
nym indexom uzla/bazovej funkcie o zodpoveda koeficientu U; s globdlnym
indexom ¢ v rovnici ((10.2.1]) podla priradenia .

Na susediacich intervaloch k intervalu e bude teplota inou vseobecnou
linedrnou funkciou. Rozvoj zabezpeci spojitost takejto pocastiach
linedrnej funkcie, ale derivacie budu v uzloch nevyhnutne nespojité.

Najdené slabé rieSenie mozno priblizit k silnému bohatsou volbou ba-
zovych funkeif. Okrem priamodiarej moznosti zmengenia dlzky intervalov,
a teda navysenia pocCtu uzlov a linedrnych bazovych funkcii sa pouziva aj
pristup vyuzivajuci obohatenie bazy pomocou kvadratickych a kubickych ba-
zovych funkcii. Ako ukazeme, naposledy spomenuté kubické bazové funkcie
dokonca odstrania nespojitost prvej derivacie teplotného pola v uzloch.

Ku dvom linedarnym funkcidm na elemente mozeme pridat jednu kvadra-
tickt funkciu v tvare

¥5(z) = 4z(1 — 2), (10.6.6)
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1 T
bo(2)
#1(2)
08 "X/ """ """ P —
o6k /N .
04/ N .
02/ N .
0 ! ! ! !
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

Obr. 10.6.1: Linedrne bazové funkcie na jednotkovom intervale/elemente obo-
hatené o jednu kvadraticki bazovu funkciu. Prvé dve funkcie majia funkéné
hodnoty v jednom z hrani¢nych uzlov jednotkové, kvadraticka bazova funkcia
je v uzloch nulova a nadobiida jednotkovi hodnotu v strede intervalu.

ktora nadobida hodnotu 1 v polovici intervalu a nulové hodnoty na jeho
hraniciach. Priebeh teploty na intervale bude potom vseobecna kvadraticka
funkcia,

2
V=) = Y USHL(z) =USz+ Uf (1 —2) + Usdz(z — 1)

a=0

= a°2® + bz + ¢ (10.6.7)

Ku kazdému intervalu musime takto pridat jeden neznamy rozvojovy koefi-
cient Us, ktorého hodnota bude tiez vysledkom rieSenia algebraickych rov-
nic. Pocet rovnic sa navysi, nakolko mnozina testovacich funkcii sa tiez roz-
siri o vSetky kvadratické funkcie pridané na kazdom intervale. Koeficienty
kvadratickych funkeif nemaj vplyv na vyznam koeficientov Ug,; ako hodnot
teploty v uzloch, nakolko ich hodnoty v uzloch st nulové.

Pridanie kvadratickych funkeif sice zlepsi kvalitu slabého riesenia (priblizi
ho k silnému rieseniu), no nedokaze odstranit nespojitost prvych derivécii
v uzloch. Na to je potrebné k baze pridat aj kubické funkcie. V tomto pri-
pade st na kazdom intervale Styri nenulové bazové funkcie, ktoré mozno volit
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v tvare
w6 (2) (22 +1)(2 — 1) (10.6.8)
WS(2) = (3—22)7° (10.6.9)
05(2) = z(z—1)? (10.6.10)
Wi(z) = (z—1)2 (10.6.11)

02 | | | |

Obr. 10.6.2: Kubické bazové funkcie na jednotkovom intervale/elemente. Prvé
dve funkcie maju funkéné hodnoty v jednom z hranié¢nych uzlov jednotkové,
druhé dve funkcie maji hodnoty derivacii v hrani¢nych uzloch jednotkové.

Priebeh teploty na kazdom elemente/intervale je potom vSeobecna ku-
bicka funkcia

3
I(w) = Y Usph(r) = a2 +1°2 + ¢z + d°. (10.6.12)
a=0

Prvé dva rozvojové koeficienty U§ a Uy urcuju hodnotu teploty v uzloch
a druhé dva koeficienty Us a U§ hodnoty derivacii v uzloch. Vysledna teplota
na celej oblasti rieSenia méa potom spojité aj prvé derivacie v uzloch, ¢o je
velmi vhodné z hladiska presnosti vypoctu hustoty toku tepla.
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9(F)

X
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Obr. 10.7.1: Reprezentacia teplotného pola v 2D nad dvoma trojuholnikovymi
elementami e a € v rovnine pomocou po Castiach linedrnej funkcie. Jeden
z uzlov elementu e je oznacCeny polohovym vektorom 7, hodnota teploty
v tomto uzle je UY.

10.7 MKP vo vyssich dimenziach

Pri formulacii MKP v 2D alebo 3D postupujeme podobne ako v 1D pripade
v Casti Silna formulacia tlohy vedenia tepla predstavuje parcialnu
diferencidlnu rovnicu s nenulovou pravou stranou,

—V - (AVY) = 0, (10.7.1)

Jej slabu formulédciu ndjdeme prendsobenim testovacou funkciou v(7), dalsim
preintegrovanim cez celt oblast rieSenia, ipravou a pouzitim Gaussovej vety,

/ V- (V) udV = / suvdV (10.7.2)
/ V- (AVO0) AV + / AVO - VodV = / suvdV (10.7.3)
- 7( (AV9v) - dS + / AVO - VodV = / suvdV (10.7.4)

Prvy ¢len, plosny integral po hranici oblasti, mozno upravit podla pozado-
vanych okrajovych podmienok, druhy c¢len na lavej strane povedie ku kon-
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strukcii matice Kj;.
V duchu rozvoja do koneénej bazy hladame teplotné pole v tvare

() = 3" Uss () (10.7.5)

pricom bazové funkcie zaroven zodpovedaji mnozine testovacich funkcii, t. j.
o(f) = ¢i(F),i=1,....N (10.7.6)

Po dosadeni rozvoja ((10.7.5) do rovnice (|10.7.4)), vynasobeni s i-tou testova-
cou funkciou a preintegrovani cez vypoctovi oblast V' ndjdeme opét maticovia
rovnicu

N
j=1
kde
K = / AV, - V9,V (10.7.8)
Vv
F, = / o9, dV — /S 9ijg - dS (10.7.9)
L

Uzly ¢ = 1,N st body v 3D oblasti, ktoré vytvaraju 3D siet.

Celu oblast riesenia s objemom V pokryjeme elementamie,,n =1,..., N,
kazdy s ur¢itym objemom V, . Maticu K;; potom mézeme podobne ako v 1D
rozlozit na sucet elementarnych matic

N. N.
Ky=Y Ko =Y /V AVY; - Vi,V (10.7.10)
n=1 n=1"Ven
kde N, je pocet elementov pokryvajuicich oblast V. Na vypocet elementarnych
matic musime uz upresnif tvar elementov a volbu bazovych funkcii.
Predstavme si pre jednoduchost rovint tlohu v 2D. Oblast riesenia — plo-
chu o velkosti S — m6zeme pokryt kone¢nym poc¢tom N, trojuholnikov. Jeden
trojuholnik predstavuje jeden element rovninnej tlohy. Vrcholy trojuholnikov
75,1 =1,...,N predstavuji uzly siete.
Najjednoduchsia verzia MKP v 2D hlada priebeh funkcie na kazdom ele-
mente v tvare vseobecnej linearnej funkcie premennych x a y,

V(z,y) = ae + bex + ey (10.7.11)

Koeficienty a., b. a c. sa lisia od jedného elementu k druhému, takze vysledna
funkcia ¥(z,y) je po castiach linedrna funkcia dvoch premennych, obrézok

10711



KAPITOLA 10. METODA KONECNYCH PRVKOV 203

Obr. 10.7.2: Priklad linedrnej bazovej funkcie ¢;(7) v 2D patriacej k uzlu
v mieste 7; = 7f. Nad elementom e (vyznacny pasikmi) oznacujeme zod-
povedajicu cast tejto bazovej funkcie ako ¢$(7). V ostatnych dvoch uzloch
elementu e je ¢$(r) nulova. Vseobecne nad elementom e predstavuje linearnu
funkciu premennych x a y, naznac¢eni modrou plochou. Na obrazku vidime,
7e nad elementom €’ je bazova funkcia ¢;(7) = ¢¢ () tiez linedrnou funkciou
(zeleno-zlté priehladné plocha). Plati, ze bazova funkcia ¢; () nadobida nu-
lovi hodnotu vo vsetkych uzloch susediacich s uzlom 77;.

Funkciu na danom elemente e mozno napisat aj v inom tvare, pomo-
cou vhodnych bazovych funkcii ¢;(7), ktoré na danom uzle e indexujeme ich
lokalnym indexom ¢¢ (), = 1,2,3,

V() = U () + Urdi(r) + Uz ¢5(7) (10.7.12)

Bazové funkcie, podobne ako v 1D pripade, volime tak, aby kazda patrila
ku konkrétnemu uzlu siete (Obr. [10.7.2]). Ozna¢me tri uzly uvazovaného ele-
mentu ako 7y, 7" a 7y . Potom bazové funkcie vramci tohto elementu si volime
takto:

1 =7
Pe(r) =20 =750 # « (10.7.13)
linedrna funkcia 7€ e

Tento predpis urcuje tvar bazovych funkcii jednoznacne nie len na elemente
e, ale v celej oblasti. Na obrazku [10.7.2] je priklad bazovej funkcie nenulove;
nad elementom e, ako aj jej rozsirenie na susediace elementy €', ¢, a teda
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aj na celu vypoctovu oblast. Elementrarna matica K7; ma nenulové len tie
prvky, ktoré zodpovedaju uzlom uvazovaného elementu e. Preto nenulové
budi len jej prvky Kgs (vyuzivame opif lokdlny index uzlov, podobne ako
v 1D v casti . Tieto prvky mozno vSeobecne vyjadrit pomocou vhodnej
affinnej transformacie uvazovaného trojuholnikového elementu e na Specialny
pravouhly trojuholnik s jednotkovymi dizkami odvesien. Detaily st uvedené
v prikladoch [10.7.9a [10.7.10]

Priklad 10.7.9 Najdite afinnt transforméaciu vSeobecného trojuholnikového
elementu na pravouhly trojuholnik s jednotkovymi dlzkami odvesien.
Riesenie: Budeme hladat afinni transformaciu, ktora zobrazi tri vrcholy
Specialneho trojuholnika na vseobecny

(0,00 — (z§.95) . i
(1,0) — (2f,9f) a v jednomtnom zapise < ! ) — ( xl >
0,1) — (z5,95) 42 2

kde ¢ a g9 su sturadnice bodov $pecialneho trojuholnika a x; a xo st r—ova
a y—ova suradnica bodu vnutri vSseobecného trojuholinka 7 = z17 + xo7.
Vysledny tvar takejto transformacie je

T _ T — x5 x5 — T Q1 n xg
2 Yi—% Y2=% )\ @ Yo
= M ( N ) + 75
a2

7 posledného vyplyva, ze prvky matice M predstavuju parcidlne derivacie

Okrem toho vieme aj lahko néjst inverzni maticu k M,

[YETEE ( s — U —<x§—xs>>
M|\ —(i —y5) 2§ —af

kde | M| = (27 — 25)(y5 — y5) — (25 — 25)(y7 — ¥6) Je jej determinant.

Priklad 10.7.10 Néjdite vyjadrenie pre elementarnu maticu K¢z pomocou
transformacie integrovania cez vseobecny trojuholnikovy element na integro-
vanie cez $pecidlny pravouhly trojuholnikovy element s jednotkovou dizkou
odvesien.
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Riesenie: Na transformaciu vyuzijeme vzfahy z prikladu [10.7.9] pomocou
ktorych vycislime vSeobecni elementarnu maticu

Kip = [ M)V - Vos(r)as,
_ /A(F){agbz@qﬁ% N aasz@aﬁ%}dxld@

8:1:1 8:61 82:2 8:62
B , 995, 0g; 095 0q; | 9¢%, 9 09 Oy,
[ o { Dqi 0wy Og; Ox1 | 0g; Dxs Dg; Dy
. 095, 0gq; 995 0g;
= a M|dg:d
/(BA(T(Q17q2> { an axk aq] al’k | | q1442
- Z Miﬁlegz’jMﬁcl‘M|

.5,k

} |M|dQ1dQ2

kde

e, . O¢t, 05
Kogiy = /e/\(r(qwh)) { da; 04, dg1dgo

Uloha 10.7.11 Uvazujte trojuholnikovy element s jednotkovymi odvesnami
pozdlz osi ¢; a go. Tepelna vodivost je A.

(a) Vychadzajuc z podmienok ¢$(0,0) = 0, ¢$(1,0) = 1, ¢$(0,1) = 0 a z
predpokladu, ze ¢¢(x,y) ma byt vSeobecnou linedarnou funkciou svojich
premennych, najdite jej konkrétny predpis ¢$(q1) = ¢1,

(b) Najdite prvky K, Kiph1, a Kgahe matice K4, z prikladu [10.7.10| ak

apfij

%(q1,q2) =1 — @1 — @, ¢1(q1,¢2) = @1, D5(q1,02) = 2.

10.8 Prechodné deje a MKP

Rovnica vedenia tepla opisujuca prechodné, t. j. od ¢asu zavislé teplotné pole
v troch rozmeroch mé tvar

— V.- (AVY) + 0o, (10.8.1)

K rovnici musime pridat aj vhodné okrajové podmienky, ktoré musi riesenie
splnat v kazdom case t > t.
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Prechod k slabej formulécii je analogicky postupu, ktory sme pouzili pre
stacionarnu rovnicu tepla, s vysledkom

/pc—v )V = — /Aw Vv(f')dV—i—/au dv+?§ G
(10.8.2)

kde v(7) je testovacia funkcia. RieSenie hladame v tvare kone¢ného radu,
ktorého koeficienty, na rozdiel od staciondrnych tloh, mozu zavisiet od casu,

N

O(t7) = Y Uj(1)65(7) (10.83)

J=1

Hodnota koeficientov U;(t) v ¢ase t = t, Specifikuje pociatoéni podmienku
slabého riesenia. Dosadenim radu ((10.8.3) do rovnice ((10.8.2) najdeme si-
stavu obycajnych diferencidlnych rovnic, ktort musia koeficienty U;(t) spliat,

dU;
J

J
kde
/ pigpedV (10.8.5)

a K;; a F; st uz pre nds zname vyrazy pre maticu a pravi stranu algebraic-
kych rovnic MKP. Na rozdiel od stacionarnych tloh, mozu byt tieto vyrazy
aj funkciami casu. Napriklad, predpisany v ¢ase premenlivy elektricky prad
prechadzajuci vyhrevnym vodic¢om sa prejavi casovo premennym zdrojovym
¢lenom F; na pravej strane.

Sustavu obyc¢ajnych rovnic mozno riesit mnohymi numerickymi meto-
dami, ako st napr. Cranckova-Nickolsonovej metéda, alebo iné [29]. Detai-
lami ich implementéacii sa v tomto texte nebudeme zaoberatf.

Uloha 10.8.12 Njdite vyjadrenie pre maticu T;; z prikladu [10.3.4] a pred-
pokladajte, ze pc =konst.




Zoznam pouzitych symbolov

Ucebnica obsahuje pomerne velky pocet fyzikalnych veli¢in a matematickych
oznaceni. Vac¢sina z nich ma zauzivané oznacenie, symbol. Nakolko tuto zvyk-
lost nechceme narusat, tak casto nardzame na problém, ze odlisné velic¢iny
maju velmi podobné alebo dokonca rovnaké oznacenie. Pre lahsiu orientaciu
citatela posluzi nasledujici zoznam pouzitych symbolov. Ku vécsine symbo-
lov je pridany odkaz na ich prvé alebo najddlezitejsie pouzitie. Ak niektory
oznacuje dve odlisné veci, tak sme na tito skutocnost upozornili. V tychto
zriedkavych pripadoch ide o natolko odlisné veli¢iny, ze pokial ¢itatel rozumie
kontextu, tak nehrozi, ze by doslo k ich zamene.

Grécke symboly

(07

B
Y5 Vij

n,n,n®

0,9

s flo

koeficient prestupu tepla ((6.2.4))
koeficient teplotnej rozpinavosti 1'
konduktivita, tenzor elektrickej konduktivity (}5.2.12))

charakteristicka vzdialenost poklesu teploty (6.10.8]) alebo sirka
medznej vrstvy (str. [L71) alebo vyjadrenie infinitezimélnej
zmeny veli¢iny, ktord nie je uplny diferenciél ((1.2.2)

emisivita vyzarovania redlneho povrchu (|6.2.9)

koeficient dynamickej viskozity, 1. a 2. koeficient dynamickej
viskozity ((5.3.18)), (5.3.19)

oznacenia pre teplotu

koeficient stlacitelnosti 1}
koeficient tepelnej vodivosti ([5.2.21])

chemicky potencial (1.3.15), (5.1.3)
koeficient kinematickej viskozity 1D

207
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difuzivita

pomer dlzlkovych premennych, napr.

Peltierov koeficient

hustota hmotnosti a hustota hmotnosti zlozky «

hustota elektrického naboja (str.
produkcia hmotnosti zlozky « (str.

celkova 1) a nerovnovazna cast produkcie vniitornej ener-
gie (5.6.7)

tenzor napatia, zlozky tenzora napatia (]5.3.3[), (]5.3.20[)

nerovnovazna cast tenzoru napétia, resp. tenzor viskézneho
napétia, jeho zlozky (3.2.1))
relaxa¢ny ¢as ohrevu/chladnutia (str. [135])

Termohydraulické cisla

Bi
Re
Nu
Pr
Ra

Biotovo ¢islo (|7.1.12)
Reynoldsovo ¢islo l’

Nusseltovo ¢islo (8.6.5))
Prandtlovo ¢islo (8.6.8))

Rayleigho cislo 1’



KAPITOLA 10. METODA KONECNYCH PRVKOV 209

Oznacenia symbolmi latinky

A
C.c

CV7 Cy, Cp7 Cp

Ca

E. e

Ek7€k

H,h
Ja
jeajek

Jm?jm

- 2
Jus Ju,nc

Jy

JoJq

Ja

k

LQ7 LV7 Lom L’L]

m, Mg

praca konana sustavou (|1.4.12))
tepelna kapacita l) a hmotnostna tepelnd kapacita 1) ,

pokial zanedbavame zmenu objemu, ale aj molarna koncenra-

cia alebo molarita (str.

celkova a hmotnostna tepelna kapacita pri konstantom ob-
jeme, pri konstantnom tlaku

hmotnostny zlomok zlozky c, 1'

celkova energia a jej hustota 1) e tiez absolutna hodnota
elektrického naboja elektronu

makroskopicka kineticka energia a jej hustota (4.1.1))

volné energia 1} alebo Faradayov naboj (|5.2.15))

sila posobiaca na jednotkovii hmotnost latky 1}

koeficient trenia (8.4.2)
vektor a velkost tiazového zrychlenia (3.1.3)
entalpia || a hmotnostné entalpia (str. [1.8.4)

hustota difizneho toku zlozky « ([2.5.10))
hustoty toku energie a makroskopickej kinetickej energie (4.2.4)

tok hmotnosti 1} a hustota toku hmotnosti 1}

veli¢iny patriace k vnitornej energii: hustota toku 1)
hustota nekonvektivneho toku (4.3.4])

tok kvapaliny
tok tepla a hustota toku tepla ,

pridova hustota (str.

pomer priemerného oteplenia v priereze k optepleniu povr-

chu (dloha
Onsagerove koeficienty (1.5.7)), (1.5.14), (5.2.23)

hmotnost latky alebo castice, hmotnost Castice zlozky «

intenzita tepelného vyzarovania povrchu absolitne ¢ierneho
telesa ([6.2.8))

molova hmotnost zlozky «
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Ny Avogadrova konstanta

N latkové mnozstvo zlozky a v kapitole [1f alebo molalita zlozky
a v podkapitole

n jednotkovy vektor kolmy na infinitezimalnu plosku, normala.

P dodavany vykon, resp. prikon

P 1&%@ alebo premennda obrazu Laplaceovej transforméacie
7.4.2

P hybnost castic (3.2.6))

R univerzalna plynova konstanta alebo polomer

Ry tepelny odpor (6.5.1))

S, s entropia (str. , hmotnostna entropia (str.

ds ,dsS, S element orientovanej plochy, element neorientovanej plochy

a velkost plochy

S Seebeckov koeficient ({5.2.34))

T absolitna termodynamicka teplota (str.

U,u vnutornd energia , hmotnostna vnutorna energia (4.1.5))

V.V objem, Specificky objem (str.

v(7t) rychlostné pole jednozlozkovej latky @ alebo baricen-
tricka rychlost pre viaczlozkovu latku ((2.5.5

Un (T1) rychlostné pole zlozky « latky

w praca vykonand na sustave (|1.2.2)

T vseobecné oznacenie skupiny nezavislych stavovych velié¢in ((1.1.9))

Zo Specificky naboj castic zlozky «a (3.1.5))
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